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第一次讲座： 
“浅谈实分析” 

说明：在这个讲座中，我们将主要介绍主讲人多年来对大学数学课程的

一点理解，根据自己的理解，从不同的角度谈谈对大学数学课程
体系的一种看法，以及实变函数课程（包括实分析课程---抽象测
度与积分理论）在其中的定位。这个讲座只是参考性的，具体 ppt
文档另文处理（见附件材料）。 

 

 
 
 

集合与欧氏点集初步 
 
 
 

授课说明： 
 

“集合与欧氏点集初步”分两部分讲授，第一部分是“集合论初步”，第二部分是“欧
氏点集初步”。由于我们的授课对象主要是师范生，今后大多数是当中小学或大学老师
的，要面对学生，他们对概念务必要清晰，对学生讲多少可以根据实际情况做出各种取
舍，但自己必须要清楚。 
 
第一部分主要按两条主线进行，一是集合的概念与基本性质，二是集合的势及其基本性
质。由于集合的概念与基本性质在此前很多数学课程中都已经在使用，所以也都或多或
少有介绍，但基本上没有一门课程会把集合的概念讲清楚，因为集合论不是它的主要内
容。所以本课程将重点介绍集合的定义，也就是公理体系，以及与之相关的一定概念，
至于集合的基本性质，由于大多数都学过，我们就不多进行论证了。所以我们一开始先
做一个讲座“浅谈集合的概念”（同时给学生推荐一些参考资料作为课外自学用）。至于
集合的势，我们除了介绍势的概念与一般性质外，重点在于介绍三个势：有限势、阿列
夫零（即可数无穷集的势）、阿列夫（即连续统的势）。 
 
第二部分主要从欧氏空间的拓扑结构入手，以实数系的理论体系为主线进行介绍，以便
推广整套理论到一般的拓扑空间等几何体上去。为此，我们先以讲座“浅谈实数系及其
推广”（同时给学生推荐一些参考资料作为课外自学用）的方式对实数系的理论体系做
了介绍（这也是一般数学分析书或微积分书不详细介绍但又很基础的部分）。 
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授课内容清单： 

第一部分  集合初步 
讲座“浅谈集合的概念” 

（一） 集合及其运算 
I.   集合及其运算的有关概念 

1. 康托尔朴素集合论的基本原则 
2. 集合及其运算的若干基本概念 

II. 集合及其运算的若干基本性质 
1. 有关交、并、差运算 
2. −σ 代数 
3. 集列的极限 

（二） 映射与集合的基数 
I.   映射及其基本性质 

1. 映射 
2. 性质 

II. 集合的势 
1. 集合的势 
2. 若干特殊的势 
3. 势的基本性质 
4. 势的进一步运算简介 

 
 

第二部分  欧氏点集初步 
讲座“浅谈实数系及其推广” 

1. 度量结构 
2. 拓扑结构及相关概念与性质 
3. 极限点及相关概念与性质 
4. 紧集及相关概念与性质 
5.  Borel 集与连续函数 
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第一部分   集合初步 
集合的概念在古代数学中就一直在使用，但作为一种抽象的理论单独加以研究则

主要开始于十九世纪德国数学家康托尔（Cantor, 1845-1918）于 1874-1897 年间的工

作，这些工作形成了目前常说的康托尔朴素集合论。 
后来人们发现康托尔集合论的基本原理不完善，逐将康托尔的朴素集合论加以公

理化。第一个公理化系统是由策梅洛（Zermelo，1871-1953）于 1908 年提出、并于

1922 年经弗兰克尔（Fraenkel）改进，通过对集合的定义加以适当限制，形成了今天

常用的策梅洛-弗兰克尔公理体系。 
我们将先做一个讲座“集合论基础”，简要介绍了康托尔朴素集合论与集合论的策

梅洛-弗兰克尔公理体系。为表述简单起见，在本课程中我们仍将采用康托尔朴素集

合论的术语与记号。 
 
 

第二次讲座： 
“浅谈集合的概念” 

 
说明：在这个讲座中，我们将主要介绍康托尔的朴素集合论基本原理与

集合论的蔡梅洛-弗兰克尔公理体系。虽然，从中小学开始，许多
数学课程都用到集合的概念与性质，但对于集合的定义都没有完
整的介绍。通过这个讲座，期望学生对集合的概念有个清晰的了
解，也对后续介绍集合的性质，特别是集合的势，做好必要的准
备。这个讲座也是参考性质的，有单独 ppt 文档（参见附件材料）。 

 
 

(一) 集合及其运算 

 

I.  集合及其运算的有关概念 

1. 康托尔朴素集合论的基本原则 

A. 外延原则： 
集合 A=B 当且仅当 x∀ ， BxAx ∈⇔∈ 。 

B. 概括原则： 
任给一个性质 P，存在一个集合 A，它的元素恰好是具有性质 P 的那些对象全体，

即 )}(|{ xPxA = 。 
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C. 选择原则： 
任给一族互不相交的非空集合A ，都存在一个集合C ，它恰好由A 中每个集合

的一个元素所组成。 
D. 备注： 

 外延原则是说：一个集合由它的元素唯一决定；一组元素决定一个集合，而

不是多个集合，比如{1，2}与{1，2，1}是相同的。（注意：这里使用的 1、2
是后面要定义的自然数，尽管此前尚未定义，但这里只是用来举例说明而已。）

外延原则给出了两个集合相等的定义。 
 选择原则是说：给定了一组互不相交的非空集，可同时在每个集合中取一个

元素。选择公理有多种表述形式与多种等价刻画方式，把它作为集合论的一

个基本原则是由策梅洛于 1904 年提出的。 
提示：康托尔集合论基本原则中第三条应该是“集合基数的可比较原则”而

不是选择原则，后来人们发现这两者是等价的，但选择原则表述简单。 
 概括原则则给出了集合的一种定义，但这个定义太泛了以致于朴素集合论出

了问题。康托尔集合论悖论举例（罗素悖论，1902 年）： 

令 }|{ xxxT ∉= ，问： TT ∈ ？这个悖论说明，

康托尔的集合定义规范（或者说基本原则）不完

善， }|{ xxxT ∉= 不应该为集合。 

 关于概括原则的进一步说明： 

(a) 在“浅谈集合论”讲座中介绍的 ZFC 公理体系与康托尔集合论的主要区别

在于：对康托尔集合论的概括原则的使用加以限制，一方面对集合与其元

素加以层次区别，另方面规定只有四种用概括原则定义的对象（空集、无序对

集合、并集、幂集）才被直接认同为集合，同时认定归纳集合  
（即满足 ( ) ( )AAA ∈∪→∈∀∧∈∅ }{CCC 的集合A ） 

的存在性，其它的对象只有当它满足替换公理时才被认同为集合。 
(b) 简单地说，在 ZFC 公理体系中，若 )(xP 为性质，则 )}(:{ xPxS = 一般说

来不一定是一个集合（根据康托尔集合论，它是一个集合），但如果能找到一个集合

X ，使得  
)}(|{ xPXxxS ∧∈= ， 

则 S 就是一个集合了。 
 关于选择公理的进一步说明：选择公理有下述多种等价刻画方式（仅让学生

有个了解） 

(a) Zermelo 选择公理： 
 康托尔表示形式（集合基数的可比较原则）：对任意两个集合 A、 B ，要么

BA ≤ ，要么 AB ≤ 。 
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 蔡梅罗表示形式：任给一族非空集合 Λ∈αα }{A ，都存在一个映射

Af →Λ: ，使得 αα Af ∈)(  )( Λ∈∀α ，其中 αα AA Λ∈∪= 。 
备注：上述 f 通常被称为选择函数。 

 罗素表示形式：任给一族互不相交的非空集合A ，都存在一个集合C ，
它恰好由A 中每个集合的一个元素所组成。 

(b) Hausdorff 极大原理：每个非空偏序集都有一个极大全序子集。 

(c) Zorn 引理：每个全序子集都有上界的非空偏序集必有极大元。 

(d) Zermelo 良序定理：每个集上都存在良序。 

(e) 超限归纳法：一个关于序数的命题 )(αA ，如果 )0(A 成立，且对任意

αβ < )(βA 都成立就可导出 )(αA 成立，则 )(αA 对一切序数α都成立。 

 
2. 集合及其运算的若干基本概念 

根据外延原则与概括原则可定义空集、子集、无序对集合、单元集、并集、差集、

幂集、有序对、有限个集合的积集；根据选择原则可定义无穷个集合的积集，等等。 

A 子集合 

a) 子集： ( )[ ]BxAxxBA ∈→∈∀↔⊂ 。注：包含关系、真子集。 

b) 集合相等： ( )[ ]BxAxxBA ∈↔∈∀↔= 。注： }1,2,1{}2,1{ 与 是同一个集合。 

c) 例子： 

 1R 、R 、Q、Z、N、C。 

 },,{ tsrA = 中三个元素互不相同， },,{ 222 tsrB = ， { , , }C rs st tr= ，则

CBA == 当且仅当 },,1{},,{ 2wwtsr = 其中 )31(2
1 −±−=w 。 

证明：设 2 2 2K r s t r s t rs st tr= + + = + + = + + ，则 
2 2 2 2 2( ) ( ) 2( ) 3K r s t r s t rs st tr K= + + = + + + + + = ， 

从而 =3 0K 或 。若 =3K ，注意到 2 2 2=rst r s t 意味着 1=rst （或 0，讨论省

略），则 , ,r s t 为下述方程的根 
3 2 3 2 30 ( ) ( ) 3 3 1 ( 1)x r s t x rs st tr x rst x x x x= − + + + + + − = − + − = − ， 

但此时有 1r s t= = = ，不合题意。因此只能是 =0K ，此时，同理有 1=rst （或

0，讨论省略），而 , ,r s t 为下述方程的根 
3 2 30 ( ) ( ) 1x r s t x rs st tr x rst x= − + + + + + − = − , 

即 1x = 与 ( 1 3 ) / 2x i= − ± 。 

B 五种特殊集合： 

a. 空集： }|{: xxx ≠=∅ 。根据外延公理，空集是唯一的，且是任何集合的子
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集。 
b. 无序对集合：任给 yx, ， }|{:},{ yzxzzyx =∨== 。 

c. 并集合：任给一族集合  A ， }..,|{: AztsAz ∈∈∃=∪ AA 。 

注：符号 αα AΛ∈∪ 、图示 BA∪ ，集合族 Λ∈= αα }{AA 。 

d. 幂集合：任给一个集合 A， }|{:)( ABBA ⊂=P 。 

e. 归纳集：满足 ( ) ( )AAA ∈∪→∈∀∧∈∅ }{CCC 的集合A 。 

注： 
 归纳集的定义实际上涉及后面定义的“后续集”概念。 

 归纳集也定义为： A 为一非空集族，且 A∈∀A ， A∈∪=+ }{AAA 。 

 自然数集N 0=N {0}∪ 为一归纳集，其中 }21{ ,,=N 而 

0=∅， }{1 ∅= ， }}{,{}1,{2 ∅∅=∅= ， }}}{,{},{,{}2,1,{3 ∅∅∅∅=∅= ，… 

 

C 几种引申定义的集合 

a. 单元集： { }xxx ,:}{ = 。 

b. 有序对： { }},{},{:, yxxyx =〉〈 。 

注： 〉〈=〉〈 vuyx ,, ⇐⇒ vyux =∧= 。符号： ),( yx 。 

c. 差集： { }BxAxxBA ∉∧∈=− |: 。 

 图示、补集（余集） cA 、对称差集 BA∆ 图示。 

 cBABA ∩=− 。 

d. 交集： ( ) ( )( ){ }AxAAxx ∈→∈∀∧∪∈=∩ AAA |: 。 

注：符号 αα AΛ∈∩ 、图示 BA∩ 。 

e. 后续集： }{: XXX ∪=+ 。 

注：“后续集”也称“后继集”。 

D 积集 

a. 有限积：设 YX , 都非空，形式上定义 

{ }YyXxyxYX ∈∈=× ,:),(: 。 

注：见右图示。 

 它是一个集合，因为 
( ){( , ) : ( , ) ( ) , , }X Y x y x y X Y x X y Y× = ∈ ∪ ∈ ∈P P 。 

 它可等价地定义如下：记 

Y 

X 
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1 1 1

2 2 2

{ : ( ,1) ( {1}), }
{ : ( ,2) ( {2}), }

A x x x X x X
A y y y Y y Y
= = ∈ ∪ ∈
= = ∈ ∪ ∈

PP
PP

 ， 

则 
1 2 1 1 2 2{{ , }: , }X Y x x x A x A× = ∈ ∈  

1 2
1 2

1 2

{ , } ( {1}) ( {2});
{ , }:

( ,1), ; ( ,2),
∈ ∪ ∪ ∪ 

=  = ∈ = ∈ 

x y X Y
x y

x x x X y y y Y
PP PP

。 

b. 任意因子积集：设 Λ∈αα }{A 为一族非空集，定义积集 

{ : { : } , ( )}A x x x X x Xα α β β α αα
α α∈Λ∈Λ

= = ∈Λ ⊂∪ ∈ ∀ ∈Λ∏  

其中 

{ : ( , ) { { }}: }X x x x X x Aα α α α αα α= = ∈ ∪ ∈PP 。 

注： 

 定义的合理性：由于每个 Aα 的非空性意味着{ }Xα α∈Λ
为一族互不相交的非

空集合，因此选择公理保证了 Aαα∈Λ∏ 为非空的。 

 我们常常把上述定义理解为下述习惯上容易接受的形式 

{ }Λ∈∀∈=∏ Λ∈Λ∈ αααααα α ,:)( AaaA 。 

x Aαα∈Λ
∀ ∈∏ ， x形式上可写成 ( )x xα α∈Λ= ，其中 αx 通常称为 x的第α 个

坐标。这是我们习惯上常用的笛卡尔的坐标表达方式，但从严密性与简

洁性上来说，应该使用下述蔡梅洛的选择函数表达方式。 

c. 积集概念的选择函数表达形式： 

首先注意到，坐标表达形式： 

( ) Λ∈= ααxx 可等价地看成一个函数 ααα α xAx :: Λ∈∪→Λ 。 

因此，设 Λ∈= αα }{AA 为一族非空集， 

( ){ }Λ∈∀∈∪→Λ∪×Λ∈=∏ αα αA)f(ff ,:)(: AAPA 。 

d. 幂集（ A的 B次幂集）： 

A的B次幂定义为： 

{ : }BA f f B A= →  

{ }; , {( , ) : }f f B A b B f b a a A= ⊂ × ∀ ∈ ∩ ∈ 为单元集 。 

注： 
 若 BA, 都非空，人们常常简单地写 
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∏= ∈Bb b
B AA : ，其中 AAb = （ Bb∈∀ ）。 

 若 ∅≠B ，约定 ∅=∅B 。因为此时， b B∀ ∈ ，使得 

{( , ) : }f b a a A∩ ∈ 为单元集  

的 f 不存在。 

 若 ∅≠A ，约定 }{∅=∅A ；此外， }{∅=∅∅ 。因为此时，由于 B 为

空集，所以空集在{ }; , {( , ) : }f f B A b B f b a a A⊂ × ∀ ∈ ∩ ∈ 为单元集 中。 

e. 例子： 

 )}1}(2,1{:),,{(}2,1{ 21 ≥∀∈= kaaa kN  

{ }{1,2}; , {( , ) : {1,2}}f f k f k a a= ⊂ × ∀ ∈ ∩ ∈ 为单元集N N 。 

 )}2,1(:),{( 21
}2,1{ =∀∈= kaaa k NN  

{ }{1,2} ; {1,2}, {( , ) : }f f k f k a a= ⊂ × ∀ ∈ ∩ ∈ 为单元集N N 。 

 )}1(:),,{( 21 ≥∀∈= kaaa k RRN    

{ }; , {( , ) : }f f k f k a a= ⊂ × ∀ ∈ ∩ ∈ 为单元集N R N R 。 

 习惯上记 ( ) 2XX =P ，因为 ( ) {0,1}X
AX A f∋ → ∈P 是双射，其中 

1 ( )
( )

0 ( )A

x A
f x

x A
∀ ∈

=  ∀ ∉
。 

 
II.  集合及其运算的若干基本性质 

设 XCBA ⊂,,, 。 

1.  有关交、并、差运算 
a. 交换律： ABBA ∪=∪ 、 ABBA ∩=∩ 。 
b. 结合律： )()( CBACBA ∪∪=∪∪ 、 )()( CBACBA ∩∩=∩∩ 。 

c. 分配律：若 ∅≠C ，则 
)()( CACA CC ∪∩=∩∪ ∈∈ CC 、 )()( CACA CC ∩∪=∪∩ ∈∈ CC ; 

)()()( CBCACBA ∩−∩=∩− 。 

d. 德·摩根（De Morgan）公式：设 )(XPA ⊂ ，我们有 

( ) )( ACAC AA −∪=∩− ∈∈ AA ， ( ) )( ACAC AA −∩=∪− ∈∈ AA  

注：等价形式 ( ) c
A

c
A AA AA ∈∈ ∪=∩ ， ( ) c

A
c

A AA AA ∈∈ ∩=∪ 。 

 

备注： 
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A. 有关对称差运算 
a. 交换律： ABBA ∆=∆  
b. 结合律： )()( CBACBA ∆∆=∆∆  
c. 分配律： )()()( CABACBA ∩∆=∆∩   

d. AA =∅∆ 、 ∅=∆AA 、 XAA c =∆ 、 cAXA =∆ 、 cc BABA ∆=∆  
e. )()( BABABA ∩∪∆=∪  
f. BAA ∆= 当且仅当 ∅=B  
g. BA,∀ ， BAE =∆ 当且仅当 BAE ∆=  

 
B. 几个例子: 
a. =∩∪∪∩ )()()( ACCBBA  {属于 A、B、C 中至少两个集合的元素全体} 
b. =∆∆−∪∪ )()( CBACBA {属于 A、B、C 中刚好两个集合的元素全体} 
c. =∩∩−∆∆ )()( CBACBA {属于 A、B、C 中刚好一个集合的元素全体} 
d. XE ⊂∀ ， BEAE ∪=∩ ，则 XA = 、 ∅=B 。 
e. BA = 当且仅当 XC ⊂∃ ，s.t. CBCA ∩=∩ 且 CBCA ∪=∪ 。 

 
2.  −σ 代数 

设 )(, XPEA ⊂ ，非空。 

A. 定义： 
 若A 关于可列并运算、取余运算封闭，则称A 为 X 上的一个 σ-代数。 
 含E 的最小的 σ-代数称为 X 上由E 生成的 σ-代数，记为 σ(E )。 
 Borel σ-代数 XB 与一些相关概念：σ(τX)，其中τX 为 X 上的拓扑，X 为一拓扑空

间，Borel 集、 δG -型集、 σF -型集等。 
注意： 
 XB  = σ({X 中的闭集全体})。 
 σ-代数必含 Ø，X； 
 σ-代数定义中的“并”可等价地换成“交”。 

B. 例子： 

(1) X 上平凡的 σ-代数： {Ø，X}， )(XP  ={X 的子集全体}。 

(2) X 上可数或余可数集的 σ-代数：设 X 不可数，{E⊂X: E 或 Ec至多可数}。 

C. 性质： 

1RB = σ( jE )，其中  

1E = { 1R 上的有界开区间全体} 或{ 1R 上的有界闭区间全体}  

2E = { 1R 上的有界左开右闭区间全体} 

或{ 1R 上的有界左闭右开区间全体} 

注： )()( CCACAA −∪∪∩=  
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3E = { 1R 上的开左射线全体}或{ 1R 上的闭左射线全体} 

4E =  { 1R 上的开右射线全体}或{ 1R 上的闭右射线全体} 
3.  集列的极限 

设 1}{ ≥kkA 为一列集合。 
a. 单调集列的极限： 
 若 ↑kA ，则定义 kkkk AA 1lim ≥∞→ ∪= 。 注： )1,0(]1,[lim 11 =−∞→ kkk 。 

 若 ↓kA ，则定义 kkkk AA 1lim ≥∞→ ∩= 。 注： ]1,0[)1,(lim 11 =+−∞→ kkk 。 
b. 一般集列的极限： 
 上极限： nknknknkkk AAA ≥≥≥∞→∞→ ∪∩=∪= 1limlim 。 

注： }:{lim kkk AxxA 属于无穷多个=∞→ 。 
 下极限： nknknknkkk AAA ≥≥≥∞→∞→ ∩∪=∩= 1limlim 。 

注： }:{lim kxxkk AxkkkxA ∈≥∀∃=∞→ 均有使得 。 

 极限：若 =∞→ kk Alim kk A∞→lim ，则称之为 1}{ ≥kkA 的极限集，记为

kk A∞→lim 。 

注： )(limlim kkkk AEAE −=− ∞→∞→ ， 

)(limlim kkkk AEAE −=− ∞→∞→ 。 
c. 例子： 

 ∅ →+∞ ∞→nn ),[ ； ]1,0()1,[ 11  →+ ∞→n
kk 。 

 设




∈
∈= },6,4,2{

},5,3,1{



kF
kEAk ，则 

FEAk ∪=lim ， FEAk ∩=lim 。 

 设函数列 11: RRfk → ， ffk ↑}{ ，则（讨论↓） 
})(:{lim})(:{ txfxtxfx kk >=> ∞→ ， 
})(:{lim})(:{ txfxtxfx kk ≤=≤ ∞→ 。 

 设函数列 11:, RRff k → ，则 

})()(:{})(:{ 1
11)( knNnNkn xfxfxxfx xf ≥−∪∩∪= ≥≥≥不收敛于 ， 

})()(:{})(:{ 1
,11 kmnNmnNkn xfxfxxfx ≥−∪∩∪= ≥≥≥发散 。 

 思考：设函数列 11: RRfk → 处处收敛于 11: RRf → ，考虑 
})(:{ txfx ≤ 、 })(:{ txfx < 、 })(:{ txfsx ≤≤ ，等。 

 

(二) 映射与集合的基数 

I.  映射及其基本性质 

1.  映射 
A. 映射： BAf →:     
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注： 
 强调单值，原像、像 
 函数、特征函数、简单函数 

B. 双射： 双射-------既单又满 
单射-------若 21 xx ≠ ，则 )()( 21 xfxf ≠  
满射------- BAf =)(  

注：双射又称为一一映射，它有逆映射 ABf →− :1 ，恒等映射。 
C. 复合映射： 

BAf →: ， CBg →: ，则 ))(()( xfgxh = 称为 g 与 f 的复合映射，通常记为

g fo 。 
 

2.  性质 
Α. 集合运算与映射之间的若干基本关系 

 设 X、Y 为两个非空集合，f 为 X 到 Y 的一个映射，若{ } { } Λ∈∪ ααEE 为 X

的一族子集而{ } { } Λ∈∪ ααFF 为 Y 的一族子集， 则有 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ),()(

,
,

1 EfFEFff
EfEf
EfEf

∩=∩
∩⊂∩
∪=∪

−
Λ∈Λ∈

Λ∈Λ∈

αααα
αααα

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) .)()(

,
11

11

11

cc FfFf

FfFf
FfFf

−−

−
Λ∈Λ∈

−

−
Λ∈Λ∈

−

=

∩=∩
∪=∪

αααα

αααα ，

 

备注：若 f 为双射，则 ( ) ( )αααα EfEf Λ∈Λ∈ ∩=∩ 。 

 关于特征函数，我们有  

 BABABA ∩∪ −+= χχχχ ， BABA χχχ −=∆ 。 

 BA χχ ≡  iff BA = ； BA χχ ≤  iff BA⊂ 。 

 
ααα

χχ α AA max≡∪ ；
ααα

χχ α AA min≡∩ 。 

 
nn AA χχ limlim ≡ ，

nn AA χχ limlim ≡ 。 

 nAlim 收敛的充要条件为
nAχlim 处处收敛。 

Β. 单调映射的不动点 
 
设 X 为一个非空集，且有 )()(: XXf PP → 。若对 X 中满足 BA⊂ 的任意 A、

B，必有 )()( BfAf ⊂ ，则存在 )(XT P∈ ，使得 TTf =)( 。 

 

证明提示：取 )}(:)({ AfAXA ⊂∈= PS ， AT A S∈∪= ( ))(XP∈ 。 
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II.  集合的势 

1.  集合的势： 
A. 集合对等：若存在双射 BAf →: ，则称 A 与 B 对等，记为 BA ≅ （或 BA ~ ）。 
备注：集合之间的对等关系是一种等价关系，满足自反性、对称性、传递性。 

B. 集合的势：凡是对等的集合我们称之为等势的（或者称之为有相同基数的）。

集合 A的势（又称 A的基数）用 A（或 )(Acard ）来表示。 

C. 势的比较： 若存在单射 BAf →: ，则记 BA ≤ ； 

若 BA ≤ 且不存在双射 BAf →: ，则记 BA < 。 
注： 
 “ BA ≤ ”等价于“存在满射 ABg →: ”。 

 “ BA ≤ ”也可写成“ AB ≥ ”；类似地有“ AB > ”。 
 若 A B∩ =∅、C D∩ =∅，而 A C≅ 、 B D≅ ，则 ( ) ( )A B C D∪ ≅ ∪ 。 

 
D. 备注—关于集合势的说明 

A到底是什么呢？ A是一个集合，它有不同的理解方式： 
 在康托尔集合论的意义下，可把它理解为 }:{ ABBA ≅= 。但是，这个“集

合”在 ZFC 公理体系下无法验证它是一个集合。 
 按照冯.诺意曼的定义， A是一个与 A对等的基数，而 
 基数是满足条件“ αβ <∀ ，β 与α不对等”的一个序数。 
 序数是满足下述条件的集合 S ： 
(α). ( ) ( )SS ∈∅∨∅= ； 

(β). ( ) ( ) ( )( )SxSyyxyx ∈→∈∧∈∀∀ ; 

(χ). ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xyyxyxSySxyx ∈∨∈∨=→∈∧∈∀∀ ; 

(δ). 在 S 中不存在无穷序列 1}{ ≥kkx 使得 )1(1 ≥∀∈+ kxx kk 。 

特别地，每个自然数都是序数，N也是序数（常记为ω或 0ℵ ），它们同

时也都是基数。但ω的后继序数 }{/ ωωω ∪= （常记为 1+ω ）不是基数。 
 根据良序定理，与 A对等的基数一定存在。 

 
2.  若干特殊的势 

A. 有限势： 

∅与 },,2,1{ 0n 称有限势（也称有限基数），分别用 0 及 0n 表示。若存在自然

数 N∈0n ，使得 },,2,1{ 0n A≅ ，则称 A为有限集，它刚好由 0n 个互不相同的

元素组成。所以，势的概念是集合元素个数概念的一种推广。 

备注： 
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 不是有限集的集合称为无穷集。 

 一个集合为无穷集的充要条件是它存在子集与N对等。 

 一个集合为无穷集的充要条件为它与自己的一个真子集对等。 

B. 阿列夫零： 

N称为阿列夫零，通常用 0ℵ 来表示（也用ω来表示）。若N A≅ ，则称 A为可

数集（或称可列集）。 

备注与例子： 

 与N不对等的无穷集合称为不可数集。 

 ZN ≅≅ },5,3,1{  。       备注：伽利略问题（1683 年）。 

 有时，人们把有限集与可数集统称为可数集，此时为区分无限集，常常用可

数无穷集的术语。 

C. 阿列夫 

R 称为阿列夫（又称为连续基数），常用c（或ℵ）记之。若R A≅ ，则称 A为
连续统。 
备注与例子： 
 ]10( , 为不可数集。 

证明提示：用对角线法与小数的十进位表示。 
 (0,1] (0,1) [0,1]≅ ≅ ≅ ≅ −R R Q 。 
 连续统假设： 

在 0ℵ 与ℵ之间不存在其它基数。也就是说，连续统是最“小”的不可数集。 
 

3.  势的基本性质 
A. 康托尔定理： 

对任一集合 A，A 与 )(AP 不对等。 
备注：该定理说明，没有最大的基数。 

证明概要（Cantor 对角线法）： 

若 A 与 )(AP 对等，则存在双射 )(: AA P→ϕ ，令 )}(:{0 xxAxA ϕ∉∈= ，

)( 0
1

0 Ax −=ϕ ，则由 00 Ax ∈ 可推出 00 Ax ∉ ，由 00 Ax ∉ 可推出 00 Ax ∈ ，无

论哪种情形都矛盾。 

康托尔悖论： 

设A 为所有集合组成的集合，则 )(AP 应为A 的子集，其元素应该不比A

的元素“多”；但根据上述定理， )(AP 的元素应比A 的元素“多”。 
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B. 康托尔-伯恩斯坦三择一定理介绍： 
设 A 与 B 为两个集合，则 

(i) 要么 BA ≤ ，要么 BA ≥ ，两者必居其一。 

(ii) 若 BA ≤ 且 BA ≥ ，则 BA = 。 
(i)需要良序定理来证明：此略。 
(ii)的 Bernstein 证明比较复杂，可参见复旦的教材。 
(ii)的 Banach 证明提示：要点是建立下述的集合在映射下的分解：若 YXf →: ，

XYg →: ，则存在分解 cAAX ∪= 、 cBBY ∪= ，使得 BAf =)( 、

cc ABg =)( 。 

该分解定理的验证：设E 为 X 中的分离集 E（既满足下述条件的 XE ⊂ ）全体，  
∅=−∩ ))(( EfYgE 。 

若 XYg =)( ，则可取 ∅=A ，故不妨设 XYg ≠)( ，此时， )(YgXE −=

就是一个分离集。然后取 EA E E∈∪= 就可以了。 

C. 可数集举例 
a. 有限或可数个可数集的并是可数集。 

b. 有限个可数集的积集仍为可数集，特别地 QN ≅2 为可数集。 
备注：但可数个可数集的积集就不再是可数的（事实上，可数个有限集的积

集就可能不再是可数的了。见后面的连续统例子）。 
c. 整系数多项式全体为可数集；代数数全体为可数集。 

d. 若 0ℵ≥A ， B 为至多可数集，则 ABA =∪ 。特别地有 

 无理数全体为连续统； 
 超越数全体为连续统。 

e. R 中互不相交的区间族至多可数。从而，R 上定义的单调函数的不连续点全

体至多可数。 
f. 设 R⊂E 为可数集，则存在 R∈0x ，使得 ∅=+∩ )( 0xEE 。 

g. *)设 f 为R 上定义的实函数，则下述点集都是至多可数集： 

 })(lim:{ 1 +∞=∈ → yfRx xy ； 

 })0()(:{ 1 存在点不连续，但右极限在 +∈ xfxyfRx ； 

 }:{ )()( //1 都存在但不相等点左右导数在 xfxfxRx −+∈ 、 ； 
 凸函数除一可数集外都是可导的。 

h. *)作一个在有理点间断、在无理点连续的递增函数。 
i. *)给出正有理数全体的一个排列 ≥nnr }{ ，使得 1lim =∞→

n
nn r 。 

D. 连续统举例 
a. 有限或可数个连续统的并集仍为连续统。即，若每个 cAk = ，则 cAkk =∪ 。 
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b. N}1,0{ ≅ NN≅)(NP R≅ ，特别地， 
 可数个有限集的积集就不再是可数的； 

 c=}{自然数列全体 。       注： }{自然数列全体 = NN 。 
证明提示： 

 c=N}1,0{ ：利用 ]1,0( 的二进小数表示以及康托尔-伯恩斯坦定理： 

∑=∋ ≥1 2
]1,0( n

a
n
nx N}1,0{),,( 21 ∈→ aa 。 

对于二进有理数要求二进小数表示中有无穷个 na 非零（下同），以确保表

示的唯一性。 

 c=NN ：利用 ]1,0( 的二进小数表示以及康托尔-伯恩斯坦定理。 

∑=∑=∋ ≥≥ 1 2
1

1 2
]1,0( kn

a
knn

nx ∈−−→ ),,,( 23221 nnnnn NN 。 

c. 有限或可数个连续统的积集仍为连续统。即，若每个 cAk = ，则 cAk k =∏ 。

特别地有 

 cRn = ； cR =N ，即实数列全体的势为 c； 
 ],[ ba 上连续函数全体 ]),([ baC 的势为 c。 

证明提示：利用 cR =N 、 ],[ ba 上连续函数由其在有理点的函数值完全确定、康

托尔-伯恩斯坦定理. 

d. ],[ ba 上实函数全体F 其势 c>F 。 

证明提示：考虑双射 F→Fba ],[ ，取 1),()( += xxFxg 。 

e. 若 cBA =∪ ，则 cA = 或 cB = 。 

证明提示：利用 c=2]1,0[ 。 

4.  势的进一步运算简介 

A. 有关定义 
a. βα + ：任取互不相交的集合 A、B，使得 α=A 、 β=B ，则 βα +=∪ :BA 。 

b. αβ ：任取集合 A、B，使得 α=A 、 β=B ，则 αβ=× :BA 。 

c. βα ：任取集合 A、B，使得 α=A 、 β=B ，则 βα=:BA 。 
B. 基本性质 

a. 若 ωβα ≥),max( ，则 ),max( βαβα =+ ； 
b. 若 ωβα ≥),max( ，则 ),max( βααβ = ； 

c. c=ω2 ， )(2 AA P= ； 
d. 交换律、结合律、分配律。 
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第三次讲座： 
“浅谈实数系及其推广” 

 
说明：在这个讲座中，我们将主要介绍建立在集合论基础上的严密的实

数理论体系，并把它作为带丰富数学结构的“几何体”，它的多种
推广，有利学生联系后续课程与实数系之间的关联。这个讲座也
只是参考性的，具体 ppt 文档另文处理（见附件材料）。 

 
 
 

第二部分   欧氏点集初步 
 
定义： n -维欧氏空间 nR 定义为  

重n

n RRR 11 ××= ，其上定义了加法运算 

),,(),(:: 11 nn
nnn yxyxyxyxRRR ++=+→×+   

与数乘运算 
),,(),(:: 1

1
n

nn xxxyRRR λλλλ  =→×• 。 
备注： 

 nR 是一个线性空间； 
 基、点（向量）、有理点； 
 由于 nR 是在 1R 的基础上定义的，所以上述定义不仅有代数结构，实际上也

蕴含了度量结构、拓扑结构、微分结构、展缩结构等。 
 

1. 度量结构 

A. 内积、模、距离、体积： 

a) 内积： 欧氏内积 ∑= ≤≤ nk kk yxyx 1),(  

其它内积 t
A xAyyx =),(   其中 A 为一 n 阶正定方阵。 

b) 模长： 欧氏模长 2/1
1

2)(),( ∑== ≤≤ nk kxxxx  

p-模  p
nk

p
kp xx /1

1 )(∑= ≤≤ （ ∞<≤ p1 ）、 knk xx ≤≤∞ = 1max  

c) 距离： 欧氏距离 yxyxd −=),(  

}:),(sup{),( EyyxdExd ∈=  
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),( EFd },:),(sup{ EyFxyxd ∈∈=  

d) 体积： 欧氏体积 )(],[ 11 kknkkknk abba −∏=∏ ≤≤≤≤  

B. 若干基本性质： 

e) 内积的 Cauchy-Schwartz 不等式： yxyx ≤),(  （考虑 0),( ≥−− tyxtyx ） 

f) 模 ⋅ 的范数性质：正定性、正齐次性、三角不等式 

备注：三角不等式可利用 Cauchy-Schwartz 不等式来证明。 

g) 距离函数的度量性质：正定性、对称性、三角不等式 

h) 体积函数的测度性质：可加性，即：若 kIII ++= 1 ，则 kIII ++= 1 。 

备注：利用 }{ kI 的顶点族把所有 }{ kI 以及 I 都拆成更小的矩体，把每个 }{ kI 以及

I 都表成 

])(],(],(( 211
1

im
iiiiiiiiini hahahahaa +++++++∏ ≤≤   

的形式 

 

2. 拓扑结构及相关概念与性质 

A. 球、矩体、直径： 
a) 球： 开球 }|:|{),( ryxRyrxB n <−∈=  

闭球 }|:|{),( ryxRyrxB n ≤−∈=  

球面 }|:|{),( ryxRyrxS n =−∈=  
b) 矩体： 开矩体   ),(),( 1 kknk babaI ≤≤∏=  

闭矩体   ],[),( 1 kknk babaI ≤≤∏=  

左开右闭矩体 ],(),(~
1 kknk babaI ≤≤∏=  

备注： 
 若矩体的各边边长相等，则称之为方体。 
 （开）二进方体： ),(

2
1

21 i
k

i
k jj

nk
+

≤≤∏ （ Z∈kji, （ nk ,1= ）） 

c) 直径： 直径：  设 nRE ⊂ ， },|:sup{|)( EyxyxEdiam ∈−= 称为 E 的直径 
有界集： 若 ∞<)(Ediam  

备注：E 为有界集当且仅当存在正数M 使得 Mx ≤ （ Ex∈∀ ）。 
B. 内点、内核、边界点、边界： 

a) 内点：  设 nREx ⊂∈ ，若存在 0>r ，使得 ErxB ⊂),( ，则称 x为 E 的内点。 

E 的内点全体组成的集合称为 E 的内核，记为


E 。 
若存在 0>r ，使得球 B(x, r)与 E 不相交，则称 x为 E 的外点。 
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b) 边界点： 设 nRx∈ ，若对任意 0>r ， ∅≠∩ ErxB ),( 且 ∅≠∩ cErxB ),( ，则

称 x为 E 的边界点。 
E 的边界点全体组成的集合称为 E 的边界，记为 E∂ 。 

EE ∂∪ 称为 E 的闭包，记为E 。 
c) 备注与例子： 

 E 中点要么是内点、要么是边界点。 nR 中点要么是 E 的内点、要么是 E 的

边界点、要么是 E 的外点。 
 例子： )1,0(B 、 )1,0(I 、…… 

 例子： )1,0(B 中的有理点全体、 )1,0( 作为 1R 中点集与作为 2R 中点集。 

C. 开集、闭集： 

a) 开集：每个点都是内点的集合称为开集。规定空集为开集。 

b) 闭集：开集的余集称为闭集。 

c) 备注： 

 书上几个定义的程序：距离—极限—闭集—开集。我们这里定义方式不同：

距离—开集—闭集与极限。前一种定义极限的方式与数列极限定义类似，更

容易理解；后一种方式有利于今后极限概念的推广。两种方式导致开闭集的

定义方式也不同。 

 例子：有限集为闭集， nR 中的闭矩体为闭集。 

 *) 例子： ]1,1[}1:{cos −=≥kk ， 1},:{ Rqpqp =∈+ Zα （ Q∉∀α ）。 

D. 若干基本性质： 

a) 开集的拓扑性质；关于有限交封闭、关于任意并封闭。 
b) 闭集的运算性质；关于有限并封闭、关于任意交封闭。 
c) 边界点的简单性质： 
 E 与 E∂ 均为闭集。 
 E 为闭集的充要条件是 EE ∂⊃ ，即 EE = 。 
 E 为开集的充要条件是 ∅=∂∩ EE 。 

d) 开集的构造性质； 
 1R 中非空开集是至多可数个互不相交的开区间（含无界开区间）的并集。 
 nR 中非空开集是可数个互不相交的左开右闭方体的并集。 
备注： 

 1R 中开集的构成区间。 
 nR 中非空开集必可写成 },:)/1,({ 为有理点xkkxB N∈ 中可数个元素的

并集。 
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3. 极限点及相关概念与性质： 

A 极限及相关概念  

a). 点列极限：设 n
kk Rx ⊂≥1}{ ，若存在 nRx ∈0 ，使得 00  →− ∞→k

k xx ，则称

1}{ ≥kkx 收敛（于 0x ），简记为 0lim xxkk =∞→ 。 

备注：若设 ),,( )()(
1

k
n

k
k xxx = ，易见 1}{ ≥kkx 收敛于 0x 的充要条件为数列

1
)( }{ ≥k

k
jx 收敛于 )0(

jx （ nj ,1=∀ ）。 

b). Cauchy 列：设 n
kk Rx ⊂≥1}{ ，若 0,  →− ∞→jk

jk xx ，则称 1}{ ≥kkx 为 Cauchy 列。 

备注：若设 ),,( )()(
1

k
n

k
k xxx = ，易见 1}{ ≥kkx 为 Cauchy 列的充要条件是每个

1
)( }{ ≥k

k
jx 为 Cauchy 列（ nj ,1=∀ ）。 

 
B 极限点及其相关概念： 

a). 极限点（聚点）： 
 若存在 }{}{ 0xExk −⊂ ，使得 0xxk → ，则称 0x 为 E 的一个极限点（也称

E 的聚点）； 
 若存在 }{ kx 的一个子列 }{

jkx ，它收敛于 0x ，则称 0x 为 }{ kx 的一个极限

点（注意：此时不称聚点）。 
b). 孤立点：若存在 0>r ，使得 }{),( xErxB =∩ ，则称 x为 E 的孤立点。 

c). 导集： E 的极限点全体记为 /E ，称为 E 的导集。 

d). 完全集：若 /EE = ，则称 E 为完全集。 
e). 备注： 

 内点必为聚点，边界点要么是孤立点要么是聚点。 
 内核必在 /E 中，边界点若不是孤立点则必在导集中；因此， /E 由内核

与非孤立点的边界点组成。 
 完全集就是一个没有孤立点的闭集。 

C 稠密集及其相关概念： 

a). 稠密集：若 BA⊂ 且 BA ⊃ ，则称 A在 B 中，或称 A为 B 的稠密子集。 

b). 无处稠密集：若 A没有内点，则称 A为无处稠密集。 

备注： 

 无处稠密集又称为疏朗集. 

 一个集合为无处稠密集的充要条件是它在任何非空开集中都不稠密，

这又等价于任何球中都含有一个与该集不相交的小球。 

 无处稠密集的余集必为稠密集（即 nR 的稠密子集） 
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c). 第一纲集（贫集）：可数个无处稠密集的并集称为第一纲集，又称贫集。 

备注：有理数集Q是第一纲集。任何可数集都是第一纲集。 

d). 第二纲集：不是第一纲集的集合称为第二纲集。 

D 若干性质： 
a). 点列极限的基本性质：唯一性、线性性、…… 
b). 有关极限点的若干基本性质 
 0x 为 E 的极限点⇐⇒对任意 0>r ， ∅≠∩− ExrxB }){),(( 00  

⇐⇒对任意 0>r ， ErxB ∩),( 0 为无穷集 
⇐⇒ 0{ }kx E x∃ ∈ − ， 0. . ks t x x→ 。 

备注：若对任意 0>r ， ErxB ∩),( 0 为不可数集，则称 0x 为 E 的凝聚点。 
 0x 为 }{ kx 的极限点⇐⇒ 0x 为集合 }1:{ ≥kxk 的极限点，或存在常子列 0xx

jk =

（ 1≥j ）。 

 Ex ∂∈0 ⇒ 0x 为孤立点或者在


EE −/ 中。 

 E 为闭集⇐⇒ EE ⊂/ ⇐⇒对任意 Exk ⊂}{ ，若 0xxk → ，则 Ex ∈0 。 

 kk EEEE ∪∪=∪∪  11 ； 
备注：对无穷并不成立，对取边界运算不成立，对取交运算不成立。 

 //
1

/
1 )( kk EEEE ∪∪=∪∪  。  

备注：这个性质对无穷并并不成立、对取交运算不成立。 
c). Cauchy 收敛原理：Cauchy 列必收敛。 

d). 聚点原理： nR 中任一有界无限点集必有聚点。 

备注（致密性定理）： nR 中任一有界点列必收敛。 

e). Baire 范畴定理：可数个无处稠密集的并集不含内点。 

E 若干例子 

a). 导集与孤立点举例： 
 有限集的导集 ∅=/E ；反之，根据聚点原理，若 ∅=/E ，则对任意 0>r ，

ErB ∩),0( 为有限集。 
 }1:/1{ ≥kk  

 }1,:{ ≥− mnmn （考虑 22][ nnx −+ ）。 
b). 第二纲集举例： 
 nR 、 )1,0(B 、 )1,0(I 、…… 
 无理数全体、超越数全体、 )1,0(B 中非有理点全体、…… 

c). 完全集举例： 
 1RE ⊂ 中为完全集当且仅当 c

kkk baE )),(( 1≥∪= 且 1)},{( ≥kkk ba 中任两个都没有

公共端点。 
 1R 中完全集必为不可数集。（提示：反证法） 
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*) 备注：事实上，每个完全集都是连续统。 
 不可数集必有凝聚点，且它自身必有点是凝聚点。（提示：等分法、非凝聚点至

多可数） 
 

4. 紧集及相关概念与性质： 

A. 紧集及其相关概念： 
a). 开覆盖：设 nRE ⊂ ， )( nRPU ⊂ 是一组开集，若 E⊃∪U ，则称U 为 E 的一个

开覆盖；若 UU ⊂/ 仍是 E 的一个开覆盖，则称其为 E 的一个子覆盖。 
b). 紧集：若E 的任一开覆盖都有一个有限的子覆盖，则称 E 为紧集。 
c). 列紧集：若E 中的任一点列都有一个收敛于 E 中点的子列，则称 E 为列紧集。 

d). 有限交性质： )( nRPU ⊂ ，若对任意有限子族 UU ⊂/ ， ∅≠∩ /U ，则称U 具

有有限交性质。 
B. 若干性质 

a). 有限覆盖定理： nR 中有界闭集必为紧集。 

备注： 

 书上的证明需要下述引理： nRE ⊂ 的任一开覆盖都有一个至多可数

的子覆盖。然后利用闭集套定理来证。 

 事实上，我们可直接用致密性定理与二分法来证明。 

 条件讨论：闭与有界都不能去掉。 

b). 有限覆盖定理的逆： nR 中紧集必为有界闭集。 

c). 紧集的列紧性： nR 中集合的紧性等价于列紧性。 

d). 闭集套定理：设 }{ kF 为 nR 中的一列单调下降的非空有界闭集，则 ∅≠∩ kF 。 

备注： 
 若要求 0)( →kFdiam ，则 kF∩ 为单点集。 

 *) 有限交定理：设 Λ∈= αα}{FF 为 nR 中的一族具有有限交性质的非空

有界闭集，则 ∅≠∩F 。 
 *)有限交定理证明提示：用反证法。任取 Λ∈0α ，则 Λ∈∩ ααα }){(

0

cFF

为
0αF 的开覆盖。再用有限覆盖定理可得 cmc

k
FFF )( 100 ααα ∩∪⊂ ，这

与有限交性质矛盾。 
e). 距离函数的基本性质： 

 若 nRx ∈0 ， nRF ⊂ 为闭集，则存在 Fy ∈0 ，使得 ),(),( 000 Fxdyxd = 。 

 若 nRE ⊂ 为紧集， nRF ⊂ 为闭集，则存在 FyEx ∈∈ 00 , ，使得
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),(),( 00 FEdyxd = 。 

 若 nRE ⊂ 为紧集， nRG ⊂ 为开集， GE ⊂ ，则 0),( >∂GEd 。 
备注：以上性质中闭、紧的条件不能减弱。 
 

5. Borel 集与连续函数： 

A. Borel 集及其相关概念： 
a). Borel 集：由开集生成的σ -代数称为 Borelσ -代数，Borelσ -代数中的元素称为

Borel 集。 
b). σF -型集：闭集的可数并称为 σF -型集。 

c). δG -型集：开集的可数交称为 δG -型集。 

d). 其它： σδF -型集---- σF -型集的可数交， δσG -型集---- δG -型集的可数并，…… 

e). 例子： 

 ]1,0( 即是 σF -型集 ]1,( 1
k∪ ，又是 δG -型集 )1,0( 1

k+∩ 。 

 有理数集Q是 σF -型集，无理数集是 δG -型集。 

备注：由 Baire 范畴定理可知，Q不是 δG -型集，从而无理数集不是 σF -型

集。（考虑分解 QQ ∪= )( 11 -RR ） 

B. 函数极限与连续性概念： 

a). 函数极限：设 f 定义在 E 上， nRx ∈0 ， 1RA∈ 。若对任意 0>ε ，都存在 0>δ ，

当 ExxBx ∩−∈ }){),(( 00 δ 时， ε<− Axf )( ，则称 f 在 0x 点沿 E 的极限收敛于

A，记为 AxfxxE =→∋ )(lim
0

。 

备注：类似可定义 ∞±=→∋ )()(lim
0

xfxxE 、 ∞±=∞→∋ )(,)(lim AxfxE ，等。 

b). 函数连续： 
 在一点连续：设 f 定义在 E 上， Ex ∈0 ，若对任意 0>ε ，都存在 0>δ ，

当 ExBx ∩∈ ),( 0 δ 时， ε<− )()( 0xfxf ，则称 f 在 0x 点连续。 
 在一集合上连续：若 f 在E 的每一点上都连续，则称 f 在 E 上连续。E

上连续的函数全体记为 )(EC 。 
 一致连续：设 f 定义在 E 上，若对任意 0>ε ，都存在 0>δ ，当 Eyx ∈,

且 δ<− yx 时， ε<− )()( yfxf ，则称 f 在 E 上一致连续。 
备注： 

 上述极限与连续的定义又称为限制性极限与连续。 
 ),( Fxd 在 nR 上一致连续。 

C. 振幅： 
a). 函数在 0x 点的振幅： 

设 f 定义在 E 上， f 在 0x 点的振幅定义为 
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)()(suplim)( ///
),(,00

0
/// xfxfx xBExxf −= ∩∈+→ δδω ， 

显然， f 在 Ex ∈0 点连续的充要条件为 0)( 0 =xfω 。 
b). 连续模： 

设 f 定义在 E 上，下述函数 

)()(sup),( ///
,, ////// xfxff xxExx −= <−∈ δδω  

称为 f 的连续模。显然， f 在 E 上一致连续的充要条件为 

0),( 0 → +→δδω f 。 
 

D. 有关性质： 
a). 映射连续性的开闭集刻画： 

 设 1: REf → ，则 )(ECf ∈ ⇐⇒对任意开集 1RG ⊂ ， )(1 Gf − 是 E 的相

对开集，即存在开集 nRO ⊂ 使得 EOGf ∩=− )(1 。 

 设 1: REf → ，则 )(ECf ∈ ⇐⇒对任意闭集 1RF ⊂ ， )(1 Ff − 是 E 的相

对闭集，即存在闭集 nRW ⊂ 使得 EWFf ∩=− )(1 。 

b). 连续函数的基本性质： 

 四则运算性质、复合函数的连续性、…… 
 有界性定理、最大最小值定理、一致连续性定理、…… 

 不动点定理：设 nRF ⊂ 为有界闭集， FFf →: ，若 yxyfxf −<− )()(

（ Fyx ∈, ），则存在 Fx ∈0 ，使得 00)( xxf = 。 

c). 连续函数的延拓定理：若 nRF ⊂ 为闭集，f 为 F 上定义的连续函数且 Mxf ≤)(

（ Fx∈∀ ），则存在 nR 上定义的连续函数 g ，满足 Mxg ≤)( （ nRx∈∀ ），且

)()( xfxg = （ Fx∈∀ ）。 

备注： 

 若 nRFF ⊂21, 为互不相交的非空闭集，则 ),(),(
),(

21

2)( FxdFxd
Fxdxf += 在 nR 上连

续，在 2F 上恒为 0，在 1F 上恒为 1。 

 考虑函数 ),(),(
),(),(

3)( AxdBxd
AxdBxdMxg +

−= 。 

 上述延拓定理可推广到无界函数。 
d). 有关函数的一些特殊性质点集的结构： 

 函数连续点的结构：若 f 是定义在开集 nRG ⊂ 上的实值函数，则 f 的

连续点全体是 δG -型集。 
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备注： }/1)(:{1 kxGx fk <∈∩ ≥ ω  

 *)函数可微点的结构：若 f 是 1R 上的连续函数，则 f 的可微点全体是

σδF -型集。 

备注：通过
0

0
0

)()(lim xx
xfxf

xx −
−

→ 与
0

0
0

)()(lim xx
xfxf

xx −
−

→ 来考虑不可微点全体。 

 *)连续函数列极限函数连续点集的结构：处处收敛的连续函数列其极限

函数的连续点全体为 δG -型集。 

备注：该集可表为 o
k

n
km mxfxfRx }/1)()(:{11 ≤−∈∪∩ ≥≥ 。 

 *)连续函数列极限函数的刻画：设 f 定义在 1R 上，则下述三条等价 

 f 是连续函数列的极限； 

 对任意实数 t， )),((1 +∞− tf 与 )),((1 tf −∞− 都是 σF -型集； 

 对任意开集G ， )(1 Gf − 是 σF -型集。 

备注： 

 }/1)({)),(( 11
1 ktxftf nmnmk +≥∩∪∪=+∞ ≥≥≥
−  

 （iii）⇒（i）参见书本第 49 页。 
 区间 I 上的连续函数列的极限全体称为 Baire 第一函数类，记为

)(1 IB ； )(1 IB 中一致收敛的函数列，其极限函数也在 )(1 IB 中。 

E. Cantor 集与 Cantor 函数 
a). Cantor 集C  

 构造： 

 性质：紧、完全、无内点、连续统 

备注： 

 事实上，任意非空完全集都是连续统。 

 Cantor 集的“维数”为 6309.03log/2log ≈ 。简提分形几何学。 

 Harnack 集 pC ： 

b). Cantor 函数Φ  

 构造： 

 性质：单调上升、连续、在 C−]1,0[ 的构成区间上为常数。 
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勒贝格测度与积分 
 

授课说明： 
勒贝格测度与积分是实变函数课程的核心内容，分三部分讲授，第一部分有关“勒贝格

测度”，第二部分有关“可测函数”，第三部分有关“勒贝格积分”。 

第一部分主要从三个方面来介绍，一是勒贝格测度的定义与基本性质，特别是

Carathéodory 定理；二是 Borel 集的可测性，以及勒贝格测度的正则性，勒贝格可测集

的等价刻画等；三是勒贝格测度在线性变换下的变化等。 

第二部分主要介绍两个方面内容，一是可测函数的概念与性质，包括可测函数的构造与

逼近；二是可测函数列的三种收敛性以及它们之间的关系等。 

第三部分主要介绍，一是积分的定义与性质，包括积分与极限次序交换的三大基本定理、

积分与积分次序交换的 Fubini 定理等；二是涉及积分变换替换及相关性质；三是

Lebesgue 空间 Lp定义与基本性质等。 
 

 

授课内容清单： 
第一部分  勒贝格测度 

1. 勒贝格外测度 
2. 勒贝格可测集与勒贝格测度 
3. 可测集与 Borel 集之间的关系 
4. 内测度 
5. 勒贝格测度的若干进一步性质 

第二部分  可测函数 
1. 可测函数的概念与性质 
2. 可测函数列的收敛概念与性质 

第三部分  勒贝格积分 
1. 积分的定义及其基本性质 
2. 积分的进一步性质 
3. pL 空间介绍 
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第一部分  勒贝格测度 
 

1. 勒贝格外测度 

A. 定义： 

a) 定义： }}{|:|inf{)( 1 1
* ∑= ≥ ≥k kkk EIIEm 的开长方体覆盖为  

称为 E 的勒贝格外测度。 

b) 等价形式： “开长方体覆盖”可以等价地换成“闭长方体覆盖”， 

也可等价地换成“长方体覆盖”， 

也可把“长方体”等价地换成“方体”， 

也可以把“开长方体”等价地换成“左开右闭方体”，等等。 

c) 例子：  

 单点集的外测度 

 （开或闭）长方体的外测度 

 可数集（特例：有理数集）的外测度（比较 Jordan 测度） 

d) 备注： 

 对任何长方体 I （无论开、闭、左开右闭、不开不闭等），均定义 I 为其边

长的乘积。 

 假设长方体有限族 1}{ ≥≥kNkI 覆盖了长方体 I ，则有 

IIkN k ≥∑ ≥≥ 1 。 

B. 若干基本性质： 

a) 外测度性质： （非负性） 0)(* ≥Em ， 0)(* =∅m ； 

（单调性）若 FE ⊂ ，则 )()( ** FmEm ≤ ； 

（可列次可加性） )()( *
11

*
kkkk EmEm ∑≤∪ ≥≥ 。 

b) 距离外测度性质： 若 0),( >FEd ，则 )()()( *** FmEmFEm +=∪ 。 

备注：（引理） )()( ** EmEm δ= ，其中 0>δ ，而 

)(* Emδ }}{|:|inf{ 1 1 δ≤∑= ≥ ≥ 边长的开长方体覆盖为k kkkk IEII ， 。 

c) 介值性质： 设 ],[ baE ⊂ ， 0)(* >Em ， 0)(* >> cEm ，则存在 EAc ⊂ ，使得

cAm c =)(* 。 
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备注：考虑 *( ) ( [ , ])f t m E a t= ∩ 。对高维也有类似结论。 

d) 平移不变性： )(}){( *
0

* EmxEm =+ ，其中 }:{}{ 00 ExxxxE ∈+=+ 。 

e) 线性变换下的情形： )(det))(( ** EmTETm = ，其中 nn RRT →: 为非退化线性变

换。特别地，在展缩变换下有 )()( ** EmaaEm n= ，其中 1Ra∈ 。 

备注：此性质只要求会用就行。其证明可归结为三类基本初等变换的情形，细

节此略。 

2. 勒贝格可测集与勒贝格测度 

A. 定义： 

a). 定义：设 nRE ⊂ 。若对任意 nRT ⊂ ，都有 

)()()( *** cETmETmTm ∩+∩=  

则称 E 为勒贝格可测集。 
b). 备注：  
 勒贝格测度 )(Em 、勒贝格可测集全体M 。 

 在定义中不妨假设 +∞<)(* Tm ，并且只要证明 

)()()( *** cETmETmTm ∩+∩≥ 。 

 零测集的概念。 
 由可测集分离的集合其外测度具有可加性：若 1}{ ≥kkT 互不相交，且存在互

不相交的可测集 1}{ ≥kkE 使得 kk ET ⊂ ，则 ∑=∪ ≥≥ 1
*

1
* )()( k kkk TmTm 。 

B. 基本性质： 

a). Carathéodory 定理： 

 M 为一 −σ 代数，即： 

 M∈∅ nR, ， 

 M 关于取余运算封闭， 
 M 关于取可数并运算封闭。 

 m 为M 上的一个完备测度，即： 
 0)( =∅m ， 

 m 具有可列可加性：若 M⊂≥!}{ kkE 互不相交，则 

∑=∪ ≥≥ 11 )()( k kkk EmEm ， 

 零测集的子集也是可测的，且为零测集。 
备注：M 关于交、差等运算也封闭。 

b). 测度性质： 
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 单调性：若 BA⊂ ，则 )()( BmAm ≤ 。 
 可列次可加性： ∑≤∑ ≥≥ 11 )()( k kk k AmAm 。 
 下连续性：若 AAk ↑ ，则 )()( AmAm k ↑ 。 
 上连续性：若 AAk ↓ 且 +∞<)(inf kk Am ，则 )()( AmAm k ↓ 。 

备注：(a). 上连续性性质中条件“ +∞<)(inf kk Am ”不能去掉，例子（先假设已知

区间的可测性，参见后面 Borel 集的可测性） 
∅↓+∞= ),[kAk ，但 0)()( =∅→=∞+ × mAm k 。 

(b). 其实，外测度也具有下连续性，参见后面的 3 B d)。 
c). 例子： 
 若 +∞<∑ ≥1 )(k kAm ，则 0)lim( =+∞→ kk Am 。 
 )(lim)lim( kkkk AmAm +∞→+∞→ ≤  
 若 1 2{ [0,1]: 0. }iE x x a a a= ? L在十进位表示 中，所有 都不出现某个数字 ，则 E 为

不可数集，但是 0)( =Em 。 

3. 可测集与 Borel 集之间的关系 

至此，除了 M∈∅ nR, 以及部分零测集外，我们尚未给出任何其它可测集的例子。 

A. Borel 集的可测性： 

a). 闭球的可测性：任何闭球都是可测的。 

证明：考虑闭球 ),0( rBB = 。对任意 nRT ⊂ ，不妨设 * ( )m T < + ? ，记 

}/1),(:{ kBxdTxTk ≥∈= ， 

显然有
c

k BTT ∩↑ ， 0/1),( >≥∩ kBTTd k ，从而 

)()())(()( ****
kk TmBTmTBTmTm +∩=∪∩≥ ， 

因此，为证 B 可测，只要证明： )()( ** c
k BTmTm ∩↑ 。（这是外测度下连续性的一

个特殊情形，参见后面的 3 B d)）。注意到， 1≥∀m  

))(())((
))((lim

12222122

122

++≥+≥

+≥
−∪∪−∪∪=

−∪∪==∩

jjmjjjmjm

kkmkmk
c

TTTTT
TTTTBT ， 

而由 0),( 1
1

1
211 >−≥−− −−−+ jjjjjj TTTTd ，根据度量外测度性质，我们有 

( ) ∞<≤∑ −=∑ − ≥≥ +∞→≥ + )()(lim)( *
212

*
212

* TmTTmTTm mjN jjNmj jj  

( ) ∞<≤∑ −=∑ − ≥≥ ++∞→≥ ++ )()(lim)( *
1222

*
1222

* TmTTmTTm mjN jjNmj jj ， 

所以 

( )* * * *
2 2 1 2 2 2 2 1) lim ( ) ( ) ( )

c

m m j j j jj m j m
m T B m T m T T m T T+ + +吵

牵+ - + -邋（  

* *
2lim ( ) )

c

m mm T m T B= Ｇ（ ， 
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由此得 )()( ** c
k BTmTm ∩↑ 。 

b). 开集的可测性：任何开集都是可测的。 
注： 
 任何开集都可以表示成闭球的可数并。这个证明可以推广到度量空间上。 
 任何开集都可以表成方体的不交可数并，所以，也可以通过证明方体的可测

性来得到开集的可测性，而且很简单。 
c). Borel 集的可测性：任何 Borel 集都是可测的。 

注：Borel 是由开集生成的 −σ 代数，所以是M 的子 −σ 代数。 
d). 备注： 

 *) Carathéodory 引理：设开集 nRG ≠ ， GE ⊂ 。令 

}/1),(:{ kGxdExE c
k ≥∈= （ 1≥∀k ）， 

则 )()(lim ** EmEm k = 。 

 任何闭集都是可测的。 
 *) 存在可测的非 Borel 集（参见后面连续变换内容）。 

B. 勒贝格测度的正则性 

a). 测度的逼近：设 M∈E 。对任意 0>ε ，我们有 

 存在开集 EG ⊃ ，使得 ε<− )( EGm ； 

 存在闭集 EF ⊂ ，使得 ε<− )( FEm 。（注：对 cE 使用上述性质并利用 cc EGGE −=− ） 

b). 可测集的构造：设 M∈E 。我们有 

 存在 δG -型集 EH ⊃ ，使得 0)( =− EHm ； 

 存在 σF -型集 EK ⊂ ，使得 0)( =− KEm 。 

c). 勒贝格测度的正则性： 

 外测度的正则性：设 nRE ⊂ 。存在含 E 的 δG -型集H ，使得 )()( * EmHm = 。 

 测度的外正则性：设 M∈E ，我们有 }:)(inf{)( EGGmEm ⊃= 开集 。 

 测度的内正则性：设 M∈E ，我们有 }:)(sup{)( EKKmEm ⊂= 紧集 。 

备注：外测度有如下多种等价刻画方式 

d). 几个推论： 

 设 n
k RE ⊂ （ 1≥k ），我们有 )(lim)lim( **

kk EmEm ≤ 。 

 设 n
k RE ⊂ （ 1≥k ），若 ↑kE ，则 )(lim)(lim **

kk EmEm = 。 

 设 M∈E ， nRx ∈0 ，则 M∈+ }{ 0xE 且 )(}){( 0 EmxEm =+ 。 

4. 内测度 
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A. 勒贝格内测度的定义 

对任意有界集 nRE ⊂ ，定义其勒贝格内测度如下：任取一个球 EB ⊃ ，令 

)()()( *
* EmBmEm −= 。 

备注：上述定义与球 EB ⊃ 的取法无关；其实，对任意可测集 EA⊃ ，都有： 

)()()( *
* EmAmEm −= 。 

B. 勒贝格内测度的等价刻画方式 

我们有：对任意有界集 nRE ⊂ ，其勒贝格内测度有下述等价刻画： 

 { }为闭集，且FEFFmEm ⊂= :)(sup)(*  

 { }为紧集，且KEKFmEm ⊂= :)(sup)(*  

 { }为可测集，且AEAFmEm ⊂= :)(sup)(*  

C. 勒贝格可测的等价刻画 

我们有：对任意有界集 nRE ⊂ ，其为勒贝格可测的充要条件为 )()( *
* EmEm = 。 

5. 勒贝格测度的若干进一步性质介绍 

A. 勒贝格不可测集 

a). 存在性： nR 中存在勒贝格不可测集。 

为简单起见，考虑 1=n ：在 ]1,0( 中引入等价关系：“ yx ~ ”当且仅当“ yx − 为有理

数”。在此等价关系下， ]1,0( 被分成诸多等价类 ~/]1,0( ，在每个等价类 ~x 中

取一个代表元，这些代表元全体组成的集合记为 E 。令 
})1:1({])1,0(}:({ >+∈−+∪∩∈+= rxExrxExrxEr 且  

其中 )1,0[∩∈Qr ，则 
 )1,0[}{ ∩∈QrrE 互不相交 
 ]1,0()1,0[ =∪ ∩∈ rr EQ  
 若 E 可测，则每个 rE 都可测且 ( ) ( )rm E m E= 。 

b). *)备注：任何正测集都含有勒贝格不可测子集。 

B. 正测集与矩体之间的关系 

a). 正测集中点的局部密集性： 

 设 M∈E ， 0)( >Em ， 10 << λ 。存在矩体 I ，使得 )(
)(

Im
IEm ∩<λ 。 

 在 ]1,0[ 区间中存在正测集 E ，使得对于 ]1,0[ 中的任意开区间 I ，都有

10 )(
)( << ∩

Im
IEm 。 

备注：上述结论表明，任何一个正测集，其中总有一部分被一个矩体框住，使

得两者的测度差小于事先任意给定的正数。但是，这一测度差不一定能
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等于零。 

b). 正测集向量差的一个性质： 

 Steinhaus：设 M∈E ， 0)( >Em ，作向量差集 

},:{ EyxyxEE ∈−=− ，  

则有 00 >δ ，使得 ),0( 0δBEE ⊃− 。 

 一个应用：设 f 为一元实函数，满足 

)()()( yfxfyxf +=+ （ 1, Ryx ∈∀ ） 

且在某正测集 1RE ⊂ 上有界，则 xfxf )1()( = （ 1Rx∈∀ ）。 

C. 连续变换与可测集 

a). 连续变换： 

 定义： nn RRT →: 被称为是连续变换，如果对任意开集 nRG ⊂ ， )(1 GT − 是

开集。 

 性质与例子： 

 nn RRT →: 连续的充要条件为： nRx∈∀ ， 0>∀ε ， ,= 0x εδ δ∃ > ，使得

当 δ<− yx 时， ε<− )()( yTxT 。 

 线性变换 nn RRT →: 必连续。 
 若 nn RRT →: 连续，则对任意紧集 nRK ⊂ ， )(KT 也是紧集。 
 设 nn RRT →: 连续。若零测集的像集必为零测集，则可测集的像集也是

可测集。 
 若 nn RRT →: 连续，则 Borel 集的原像也是 Borel 集。 
 存在可测的非 Borel 集。（备注：利用 Cantor 函数） 

b). 线性变换下的可测集 

 若线性变换 nn RRT →: 非退化，则对任意 nRE ⊂ ， )(det))(( ** EmTETm = 。 

 若线性变换 nn RRT →: 非退化，则对任意 M∈E ， M∈)(ET 且 

)(det))(( EmTETm = 。 

 几个例子： 

 旋转变换下可测集的测度不变。 
 三角形的测度就是它的面积。 
 圆盘的测度就是它的面积。 
 扇形的测度就是它的面积。 
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第二部分   勒贝格可测函数 
 

§ 1  可测函数的概念与性质 
 
1. 定义 

 
(1). 广义实数集及有关符号运算 

 
设： 

],[ +∞−∞=R  
其上符号运算约定如下： 

 Rx∈∀ ， +∞<<∞− x ； 
 )(±∞±x 、 x±±∞)( 、 )()( ±∞+±∞ 、 )()( ∞−±∞  、 )(±∞± 、 ∞± ，   

 )(±∞⋅x （ 0≠∀x ） Rx∈∀ 、 )(0 ±∞⋅ 、 )()( ±∞⋅±∞ 、 )()( ∞⋅±∞  、   
 
注意： )()( ±∞−±∞ 没有意义。 
 

(2). 测函数的定义 
 
设： 

X 为 nR 中非空可测集，f：X → R 。 
 

若 Rt∈∀ ， 

})(:{]),((1 txfXxtf >∈=+∞−  
都是可测集，则称 f 为（可测集）X 上定义的（广义实值）可测函数。 
 
注：由可测性定义易得：若 f 可测，则下述集合均为可测 

 })(:{]),([1 txfXxtf ≥∈=+∞− ，因为 ]),/1((]),([ 1
1

1 +∞−∩=+∞ −
≥

− ktftf k ； 

 })({1 tf − ，因为 =− })({1 tf ]),((]),([ 11 +∞−+∞ −− tftf ； 

 })({1 +∞−f ，因为 =+∞− })({1f c
k kftf ])),(((]),([ 1

1
1 +∞∪−+∞ −

≥
−

； 

 ]),([1 baf − ，因为 =− ]),([1 baf ]),((]),([ 11 +∞−+∞ −− bfaf ； 
 
  

 
(3). 等价定义 

 

设 X 为 nR 中非空集可测集，f：X → R ，则下述条件相互等价： 
a). f 为可测; 

b). Q∈∀r ， ]),((1 +∞− rf 可测； 

c). R∈∀t ， })(:{]),([1 txfXxtf ≥∈=+∞− 可测； 

d). R∈∀t ， })(:{)),([1 txfXxtf <∈=−∞− 可测； 

e). R∈∀t ， })(:{]),([1 txfXxtf ≤∈=−∞− 可测； 

f). R∈∀ st, ， ts < ， })(:{]),([1 txfsXxtsf ≤≤∈=− 可 测 ， 并 且 })({1 +∞−f 与
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})({1 −∞−f 之一可测； 

g). R∈∀ st, ， ts < ， })(:{)),((1 txfsXxtsf <<∈=− 可 测 ， 并 且 })({1 +∞−f 与

})({1 −∞−f 之一可测； 
备注： 

 等价刻画形式多样，还可以列出更多，比如 

“ R∈∀ st, ， ts < ， })(:{]),((1 txfsXxtsf ≤<∈=− 可测，并且

})({1 +∞−f 与 })({1 −∞−f 之一可测” 

也等价。 

 *)一般上说来，我们有如下的等价判别法： 

设 1( )R⊂E P ，若 1( ) ( )Rσ =E B ，则下述条件与可测性等价： )(1 Ef −

可测（ E∈∀E ）并且 })({1 +∞−f 与 })({1 −∞−f 之一可测。 

 
2. 可测函数的基本性质 
 

(1) （整体可测性与局部可测性之间的关系）： 
f 在 nRXX M∈21, 上都可测 ⇒  f 在 21 XX ∪ 上可测； 

f 在 nRX M∈ 上可测 ⇒若 XE ⊂ 且 nR
E∈M ，则 f 在 E 上可测。 

(2) （四则运算性质）：若 RXgf →：、 可测，则 （分母不为零时）、、 gffggf /± 可测。 

(3) （极限运算性质）：若{fj}为一列 R -值可测函数，则下列函数均可测 
(i)  )(sup)(1 xfxg jj= ;   (ii) )(inf)(2 xfxg jj= ; 

(iii) )(lim)(3 xfxg jj= ;   (iv) )(lim)(4 xfxg jj= 。 

证明提示：考虑{g1>a}、{g2<b}的可测性， kjkj ≥≥= infsuplim 1 等。 

(4) *)（复合运算性质）：若 1RXf →： 为可测， 11 RRg →： 为 Borel 可测（即：对任意 Borel 集
1RB ⊂ ， )(1 Bg− 也是 Borel 可测），则 fg  可测。 

(5) （几乎处处意义下的性质）：  

a). 几乎处处的概念： 

 设一个命题（可以是一个论断、一个不等式、一个恒等式等等）与点 x 有关，如

果该命题除一个零测集外处处成立，则称该命题几乎处处成立。 

 符号表示：a.e. 

b). 几乎处处意义下的性质： 

 若 RXgf →：、 ，f 可测，而 gf = （ ..ea ），则 g 也可测。 

 若每个 RXkf →： 可测， )()( xfxkf → （ ..ea ），则 f 也可测。 

  
(6) 若干例子(I) 

 ],[ ba 上单调函数必可测； 

 特征函数 Eχ 可测的充要条件为 E 可测； 
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 简单函数
kEkmk a χϕ ∑= ≤≤1 可测的充要条件为：若

kEkmk a χ∑ ≤≤1 是标准形式，则

其可测性等价于每个 kE 可测；一般形式下，设 ljjcX ≤≤= 1}{)(ϕ ，则ϕ可测等价于每

个 })({1
jc−ϕ 可测。 

 可测集 X 上的连续函数必可测。 

(7) 若干例子(II) 

 ±f 、 f 的可测性。 

备注：（函数的分解）若 f 为 R -值的，我们有分解： −+ −= fff ，其中 )0,max( ff =+ ，

)0,max( ff −=− 。 

 例 4）设 f 为 2R 上定义的实值函数，对固定的 x ， ),( yxf 作为 y 的函数是连续的，

对固定的 y ， ),( yxf 作为 x 的函数是可测的，则 f 为 2R 上的两元可测函数。 

 （局部有界性）设 +∞<< )(0 Xm ， f 定义在 X 上可测， +∞<< )(0 xf （a.e.），则

对任意 0)( >> δXm ，存在可测子集 XE ⊂ 及 00 >k ，使得 δ<− )( EXm ，

00 ),(/1 kyxfk << （ Ex∈∀ ）。 

3. 可测函数的构造与逼近 
 

(1).  简单函数刻画 

可测函数的构造性定理：  

a). 若 f：X → R 非负可测，则存在一可测简单函数列{ϕn}使得ϕn↑f 处处成立，并且在使

得 f 为有界的任意可测集上一致收敛。 

 证明提示：关键在于构造函数列{ϕn}，可取： 

ϕn = ∑ −

∞+
−

−−−− +
12

0 ]),2([))2)1(,2([

2

11 22
n

nnn f
n

kkf
nk χχ  

 注意：这个构造式子今后还将经常使用。 

b). 一般实值情况下，存在一可测简单函数列{ϕn}使得|ϕn|↑且ϕn→f 处处成立，并且在使得

f 为有界的任意可测集上一致收敛。 

备注：若不考虑一致收敛，则上述结果中可要求简单函数列都是紧子集的（即函数值

非零的点全体为有界集） 

 
(2).  连续函数逼近 

可测函数逼近的鲁津定理： 

若 f 在 nRX ⊂ 上处处有限、可测，则对任意 0>δ ，存在 X 的闭子集 F ，满足

δ<− )( FXm ，而 f 在 XF ⊂ 上连续。 
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§ 2  可测函数列的收敛概念与性质 
 
1.  几种收敛概念 

设可测函数 f 与可测函数列 1}{ ≥kkf 都定义在可测集 nRX ⊂ 上。 

(1) 几乎处处收敛：∃E∈ M，s.t. m(E) = 0，且 )()( xfxf
n

n

∞→
→ 对所有 Ex∉ 成立，记为 ff

ea

n

..
→ 。 

(2) 近一致收敛：∀ε>0，∃E∈ M，s.t. m(E) < ε，且，记为 ffn

近

→ 。 

(3) 依测度收敛：∀ε>0， ( ) 0})()(:{
∞→

→≥−∈
n

n xfxfXxm ε ，记为 ff
m

n →  

(4) Cauchy 列：近-Cauchy 列、a.e.-Cauchy 列、m-Cauchy 列（依测度收敛 Cauchy 列）。 

(5) 定义的合理性：极限在几乎处处意义下的唯一性。 
*)备注： 

 L1-收敛：f、fn ∈ L1(X, M, µ)，且 01

∞→
→−

n

Lnff ，记为 ff
L

n

1

→ 。 

 L1-Cauchy 列 

(6) 例子： 

 
(a) X=R， )()( ),0(

1 xxf nnn χ= ，f = 0。 

备注： ffn

近

→ 、 ff
ea

n

..
→ 、 ff

m
n →  

(b) X=R， )()( )1,( xxf nnn += χ ，f = 0。 

备注： ff
ea

n

..
→ 、 ffn

近

→×− 、 ff
m

n →×−  
(c) X = R， )()( )2)1(,2[ xxf kk jjn −− += χ （其中 0 ≤ j < 2k，n = j + 2k），f = 0。 

备注： ff
m

n → 、 ffn

近

→×− 、 ff
ea

n

..
→×−  

 
2.  基本关系 

 

 (1)           ffn

近

→  

 
 

ff
m

n →      ff
ea

n

..
→  

(2) ffn

近

→  ⇒ ff
ea

n

..
→ : ∀ k =1,2,3,…，取 Ek∈ M，使得 m(Ek) ≤ 2-k 而在 Ek

c 上 ffn

一致

→ ，令

knkn EE ≥≥ ∪∩= 10 ，则在 E0
c上 )()( xfxfn → 处处成立。 

(3) ffn

近

→  ⇒ ff
m

n → : 按定义。 

(4) 有关推不出的关系，反例常见前面的例子（见圆圈内标注的例子号）。 

c 

c 

b 

b 
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3.  进一步关系 

(1) （Egoroff 定理） ff
ea

n

..
→ 且 m(X) < ∞ ⇒ ffn

近

→ 。 
 
证明提示：充分利用 m( }/1|)()(:|{ kxfxfx sns ≥−∪ ≥ )  → ∞→n 0。 

(2) （Riesz 定理）{fn}为 m-Cauchy 列 ⇒ 存在 M-可测函数 f，使得 ff
m

n → 且存在子列{
jnf }，

使得 ff
ea

n j

..
→ 。 

证明提示：关键是构造子列满足 m({x: | )(xf
jn - )(

1
xf

jn +
| ≥ 2-j}) ≤ 2-j。 

(3) 推论： ff
ea

n

..
→ 且µ(X) < ∞ ⇒ ff

m
n → 。（由(3)推出） 

(4) 推论： ff
m

n →  ⇒存在子列{
jnf }，使得 ff

jn
近

→ 。 

备注： 
 该推论已蕴含在上述 Riesz 定理的证明之中。 

 事实上，我们有更进一步的结果： ff
m

n →  ⇔ 对任意子列{
jnf }，都存在子列{

kjnf }，

使得 ff
kjn

近

→ 。 

“⇒”之证明提示：只要证明 ff
m

n → ⇒存在子列{
knf }，使得 ff

kn

近

→ 。为此，只要取子

列{
knf }满足 

m( }/1|)()(:|{ kxfxfx
kn ≥− ) ≤ 2-k。 

此时，∀δ>0，可取 
}/1|)()(:|{1)/1(log2

kxfxfxF
knk ≥−∪= +> δδ ， 

则 m(Fδ) < δ，但在 cFδ 上 ff
kn

一致

→ 。 
 

(5) 思考题：在条件“ 1Lgfn ∈≤ ”下，或在条件“ ∞<)(Xm ”下，讨论前面三种收敛性之间的

关系。 
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第三部分  勒贝格积分 

§1  积分的定义及其基本性质 

§§1.1  定义 

设 1: REf → 为可测函数， E 为可测集。 

(1) 若 ∑= n
Ej j

af 1 χ 为非负可测简单函数（标准形式），则定义 f 的积分为 

∑=∫ n
jjE Emadxxf 1 )()( 。 

(2) 若 f 为非负可测函数，则定义 f 的积分为 

}0:)(sup{)( 为简单函数，ϕϕϕ fdxxdxxf EE ≤≤∫=∫ 。 

(3) 若 f 为 R  值可测函数，且 dxxfE )(+∫ 与 dxxfE )(−∫ 中至少有一个有限，则定义 f 的积分

为 

dxxfdxxfdxxf EEE )()()( −+ ∫−∫=∫  

(4) 若 dxxfE )(∫ 有限，则称 f 可积。E 上可积函数全体记为 L1(E)或 L(E)。 

§§1.2  基本性质 

(1) （非负简单函数积分的等价定义） 若非负可测简单函数 ∑= n
Ej j

af 1 χ 不一定是标准形式，

则仍然有 ∑=∫ n
jjE Eadxxf 1 )()( µ 。 

 证明提示：可直接证明非负可测简单函数的积分具有可加性以及（都为标准形式） 

。，其中 )()(}{ 1
11 :),(

Rccba kk EFk
m

Fi
n

Ej jicibjajiij

−
∩∪ +==+=+ ∑∑∑ =+

ψϕχχχψϕ  

注：由这个性质可知，对于非负简单函数 ∑= n
Ej j

af 1 χ ，即使它不是标准形式，我们

仍然可以用 ∑=∫ n
jjE Eadxxf 1 )()( µ 来定义其积分，定义的合理性（即积分值与简单

函数的表达形式无关）由这个性质就可以保障。 

(2) 若 f 与 g 为 R  值可测函数，且 gf ≤ ，则 )()()()( xdxgxdxf
XX

µµ ∫∫ ≤ 。 

(3) （非负可测函数积分的等价定义）若 f 为非负可测函数，则对任意非负可测简单函数列{ϕn}，若
ϕn↑f 几乎处处成立，则 

dxxdxxf nEE )(lim)( ϕ∫=∫ 。 

 证明提示：证明“≤”时需要：若ϕ为可测简单函数，则µϕ(E)= )()( xdx
E

µϕ∫ 为一测 

度。在此基础上考虑： ∫∫ ≥
≥

αϕϕ
ϕαϕ

nX n ，其中 0<α<1， f≤≤ϕ0 。 

注：由这个性质可知，对于非负可测函数 f，可任取非负可测简单函数列{ϕn}，满足ϕn↑f

几乎处处成立，然后用 dxxdxxf nEE )(lim)( ϕ∫=∫ 来定义其积分，定义的合理性（即
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积分值与满足条件的单调上升简单函数列的取法无关）由这个性质就可以保障。 

(4) f 可积当且仅当：|f|可积。 

(5) L1(E)为一线性空间，积分算子为其上的一个线性泛函满足 

dxxfdxxf EE )()( ∫≤∫ 。 

证明提示：先得到 L1(E)关于正线性运算的封闭性及积分算子的正线性性，再得到 L1(E)关于

一般线性运算的封闭性及积分算子的一般线性性。 

(6)  (i)  若 f 为非负可测函数，则 0)( =∫ dxxfE 当且仅当： 0)( =xf ）（ ..ea 。 

(ii)  若 f 、 g∈ L1(E) ， 则 dxxgdxxf FF )()( ∫=∫ （ ∀F∈ M, EF ⊂ ） ⇔ 

0)()( =−∫ dxxgxfE  ⇔ )()( xgxf = ）（ ..ea−µ 。 

  (iii)  若 f∈ L1(E)，则 }0)(:{ ≠xfx 为σ-有限， })(:{ ∞=xfx 为零测集。 

 *) 备注：在 L1(E)中，引进等价关系： "" gf ≅ 当且仅当 ""
..
gf

ea
= ，令 

1
L (E) = L1(E)/≅ =：{ f ：f ∈ L1(E)} 

∫= EL
dxxff )(:1  

其中 f  = { g∈ L1(E)： gf ≅ }，则有 

(7) *)（
1

L (E)， 1L
⋅ ）为一线性赋范空间，积分为其上的有界线性泛函。 

备注：通常人们仍用 L1(E)来记
1

L (E)，而在 L1(E)中把几乎处处相等的函数看成同一个函数。 

 

§2  三大基本收敛定理 

§§2.1  三大基本收敛定理 

Levi 单调收敛定理： 
  若{fn}为一列非负可测函数，fn ↑ f 几乎处处成立，则 f 也非负可测且 

∫∫ = ∞→ E nnE dxxfdxxf )(lim)( 。 

 “≤”之证明提示： ∀可测简单函数ϕ ≤ f，考虑 ∫≥∫ ≥αϕϕα
nfE nf ，其中 0<α<1 

备注：  
(i) （级数形式）若 {fn} 为一列非负可测函数， ∑= nff ，则 f 非负可测且

∫∑∫ = E nE dxxfdxxf )()( 。 

(ii) （积分关于定义域的可数可加性）若 f 为一非负可测函数，则 ∫= Ff dxxfF )()(µ
（ EF ⊂ ）为(X, ME)上的一个测度。 

(iii) （积分的绝对连续性）若 f 为一可积函数，则 0>∀ε ，存在 0>δ ，使得当可测集 Ee ⊂
满足 δ<)(em 时，有 ε<∫e dxxf )( 。 

Fatou 引理：  
  若{fn}为一列非负可测函数，则 )(lim:)( xfxf nn ∞→= （a.e.）也非负可测且 

∫∫ ≤ ∞→ E nnE dxxfdxxf )(lim)( 。 
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  证明提示：利用 ∫∫ ≥≥ ≤ jkjjkj ff infinf 。 
 
  备注：Fatou 引理中的不等号有可能成立，例子如下 

在 ]1,0[ 上考虑 0..
]/1,0[ ≡→= fkf ea

kk χ 。 
 

Lebesgue 控制收敛定理： 
若{fn} ⊂ L1(E)满足（i）fn→f 几乎处处成立，（ii）存在非负可测函数 G 使得∀n， )()( xGxfn ≤

几乎处处成立，则 f ∈ L1(E)且 
∫∫ = ∞→ E nnE dxxfdxxf )(lim)( 。 

  证明提示：对 G ± fj应用 Fatou 引理。 
备注与例子： 
(i) （逐项积分定理）  若{fn} ⊂ L1(E)满足 ∞<∫∑ dxxfnE )( ，则∑ )(xfn 几乎处处收

敛于某个 L1(E)函数 f，且 
∫∑∫ = E nE dxxfdxxf )()( 。 

(ii) nkkE ≤≤1}{ 为 ]1,0[ 中可测集列， ]1,0[ 中每个点至少属于上述集合中的 m 个，则

nkkE ≤≤1}{ 中至少有一个测度大于或等于 nm / . 

(iii) )( 22

22
1

),[ 1 na x
xe odx

xn
=∫ +∞ +

−
 （ 0>a ）。 

提示：考虑 ∫=∫ +∞+∞ +

−

),0[),[ 1
)(2

222
duufdx na x

xen xn
，

2

22

2
),[

/1

)(
)( u

nu

ueu
n ueuf

u
na −
+

≤=
−

+∞χ
。 

 

§§2.2  带参变量积分 
 

带参变量积分的连续性：  
设 ),( txf 定义在 ),( baE × 上，它作为 x 的函数在 E 上可积，作为 t 的函数在 ),( ba 上连续，

若存在 )(ELF ∈ ，使得 

)(),( xFtxf ≤ （ ),(),( baEtx ×∈∀ ）， 
则 

∫=∫→ EEtt dttxfdttxf ),(),(lim 00
。 

 
带参变量积分的可导性：  

设 ),( txf 定义在 ),( baE × 上，它作为 x 的函数在 E 上可积，作为 t 的函数在 ),( ba 上可导，

若存在 )(ELF ∈ ，使得 

)(),( xFtxft ≤∂ （ ),(),( baEtx ×∈∀ ）， 
则 

∫ ∂=∫ E tEdt
d dttxfdttxf ),(),( 。 

*)备注：带参变量积分的可积性：将在 Fubini 定理中介绍。 

 
 
§3  积分的进一步性质 
 
§§3.1  连续函数逼近 
 
L1 的稠密性定理： 
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(1) 若 f ∈ L1(E)，则对任意ε>0，都存在一个可测简单函数ϕ∈ L1(E)，使得 εϕ <− 1L
f 。 

(2) 若 f ∈ L1(E)，则对任意ε>0，存在一个 nR 上的紧支集连续函数ϕ，使得 εϕ <− )(1 ELf 。 

 
备注： 

(i) （积分的平均连续性）设 1( )nf L R∈ ，则 
0( ) ( ) 0

n

h

R
f x h f x dx →+ − →∫ 。 

 

(ii) 设 f ∈ L1(E)，则存在 nR 上的紧支集连续函数 }{ kg ，使得 

 0)()(  →∫ − ∞→k
E k dxxgxf ； 

 在 E 上， )()( .. xfxg ea
k → 。 

 
(iii) 设 f ∈ L1([a,b])，则存在紧支集在(a,b)内的连续函数 }{ kg ，使得 

 0)()(],[  →∫ − ∞→k
ba k dxxgxf ； 

 在[a,b]上， )()( .. xfxg ea
k → 。 

 
§§3.2 Rn上微分同胚下的变量替换公式 
 

设： (Rn, MRn, mRn)-------- Rn上的 Lebesgue 测度空间 
Ω、G(Ω)------------- Rn中的开集  G：Ω → G(Ω)------一个同胚映射 
DxG-------------------(∂gi/∂xj(x))n×n  dx 
||x||---------------------max1≤j≤n |xj|，其中 x∈Rn 

||T||-------------------- max1≤i≤n ∑1≤j≤n |Tij| 
 
定理（定理 7，p.300）：在上述约定下，若 G 为 C1-微分同胚，则有 
(1) 若 E ⊂ Ω，且 E ∈ MRn，则 G(E) ∈ MRn且 

mRn(G(E)) = ∫E x dxGD |)det(|  
(2) 若 f 为上的非负 Lebesgue 可测函数或 f ∈ L1(G(Ω), MRn, mRn)，则 

∫∫ ΩΩ
= dxGDxGfdyyf xG

|)det(|)()(
)(

  

 
证明要点： 
 

(2)公式中Ω与 G(E)地位对称，因此只要证明单向不等式“≤”就行。 
 
所以，(1)也只需证明“≤” 就行。 
 
而对于后者，只要证明： 

µ(E) =: mRn(G(E)) ≤ dxGDxE
|)det(|∫ 。 

 
而上式又归结为对 E 为方体加以证明就行。 

 
备注：上述公式的改进与 Sard 定理介绍。 

 
§§3.3 Rn上极坐标下的变量替换公式介绍 

 
设： 

(Rn, MRn, mRn)-------- Rn上的 Lebesgue 测度空间 
Φ：Rn-{0} → (0,∞)×Sn-1: x → rx’，其中 r = |x|，x’ = x/|x| 
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ρ(E) = ∫ −
E

n drr 1 ，其中 E ⊂ (0,∞) 
σ(F) ≡ σn-1(F) = n mRn({rx’：0<r≤1, x∈F})，其中 F ⊂ Sn-1  
 

定理（例 1，p.300）：在上述约定下，若 f 为 Rn上非负 Lebesgue 可测函数或 f ∈ L1(Rn, MRn, mRn)，则有 

∫∫∫ −

−∞
= 1 )'()'()( 1

0 nn S
n

R
drxdrrxfdxxf σ 。 

 
若干应用（细节略）： 

包括|x|-a在原点附近及∞附近的可积性、Γ-函数、单位球体积计算公式、单位球面面积计算
公式、Riemann 流形上的积分等。 

 
§§3.4  Fubini 定理 

 
Fubini-Tonelli 定理： 

(a) （Tonelli）若 f 在 mn RR × 上非负可测，则 

对 a.e. x∈ nR ，fx可测    对 a.e. y∈ mR ，f y可测 
进而，函数 

g(x) = ∫ mR x dyyf )( 非负可测  h(y) = ∫ nR
y dxxf )( 非负可测 

并且 
 ∫=∫=∫ × nmmn RRRR dxxgdyyhdxdyyxf )()(),(  

(b) （Fubini）若 f∈L1( mn RR × )，则 

对 a.e. x∈ nR ，fx可测且 fx∈L1( mR ) 

对 a.e. y∈ mR ，f y可测且 f y∈L1( nR ) 

   而 g(x) ∈L1( nR )，h(y) ∈L1( mR )，并且(a)中的等式成立。 
 

*) (b)易从(a)中推出。 

*) (a)之证明要点：只要对 f = χE证明(iii)成立，即：若 E 为 mn RR × 中的可测集，则 

对 a.e. x∈ nR ，Ex为可测（即，fx 为可测） 

对 a.e. y∈ mR ，E y为可测（即，f y为可测） 
而 mRm (Ex)、 nRm (Ey) 为可测，且 

mn RRm × (E) = ∫=∫ m nn m R
y

RR xR dyEmdxEm )()( 。 

    矩形→开集→闭集→可测集 

      ↓ 

       零测集 

几个例子： 

1. （例 1，p.211） ∫=∫∫
+∞

+
+∞ −+∞

0
)(

00 22))((sin dyadxdyeyfax
ya
yfxy . 

注意： 220 sin
ya

axy dxaxe
+

+∞ − =∫  

   2-1 adxaxev
u

xy /1sin ≤∫ − （积分第二中值定理）（ 0, >vu ） 

   ∫ ∫=∫∫
+∞ −+∞ −
00 )sin)(())((sin dydxeaxyfdxdyeyfax xyv

u
xyv

u （Fubini 定理） 
   最后用控制收敛定理。 

2. （例 2，p.212） 2/0
2

π=∫
∞+ − dxe x . 
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注意： ( ) ( )dydxyedxdyye yxyx ∫ ∫=∫ ∫
∞+ ∞+ +−∞+ ∞+ +−

0 0
)1(

0 0
)1( 2222

 

   左= 4/π  

   右= ( )20
2
dxe x∫

∞+ −  

 
§§3.5  Lebesgue 积分与 Riemann 积分的比较介绍 
 
定义方式之间的比较： 
 以 ]1,0[ 上有界函数的积分为例： 
 一是对定义域做分划，另一是对值域做分划 
 一是用阶梯函数做逼近，另一是用可测简单函数做逼近 
 
定理（定理 4.9，p.140；例 6，p.141） 设 f 为可测集 nE R⊂ 上定义的几乎处处有限的非负可测函数，

( )m E < +∞ ， 在 上 做 分 划 0 1 1: 0 k ky y y y +∆ = < < < < < → +∞  ， 使 得

0 1sup ( )k k ky y≥ +∆ = − < +∞，令 1
1([ , ))k k kE f y y−
+= 。我们有 

（1） 1( )f L E∈  ⇐⇒  
0

( ) ( )k kk
L f y m E∆ ≥

= < +∞∑ ； 

（2） 0lim ( ) ( )
E

L f f x dx∆∆ → = ∫ ； 

（3） 1( )f L E∈  ⇐⇒  1
0

( ([ , ]))
k

m f k−
≥

+∞ < +∞∑ 。 

 
可积函数类之间的比较： 
 以 ]1,0[ 上有界函数的积分为例： 
 一是几乎处处连续，另一是可测 
 广义 Riemann 可积与 Lebegue 可积没有包含关系 
定理（定理 4.24，p.172）若 f 为

1
[ , ]k kk n

I a b
≤ ≤

=∏ 上定义的有界函数，则 f 在 I 上 Riemann 可积的

充要条件为 f 在 I 上几乎处处连续。 
备注：证明的关键在于 
 “ f 在 x I∈ 点连续” ⇐⇒ “ ( ) 0xω = ”，其中ω为 f 在 I 上的振幅函数，即 

0 , ( , )( ) lim sup ( ) ( )r y z B x r Ix f y f zω →+ ∈ ∩= − 。 

 ( ) ( ) ( )
I

I I

x dx f x dx f x dxω
−

−

= −∫ ∫ ∫    （Darboux 上下积分之差）。 

 实际证明时，为简单起见，可按上述思路但通过单调分划列来处理： 
2:k

k∆ 对每条边做 等分所得到的分划。它所对应的振幅、达布大和与小和满足

( ) ( ) ( )
k k kI

x dx S f s fω∆ ∆ ∆= −∫ ，取极限即可。注意：除了分划等分网格面上的点之外，

lim ( ) 0
kk xω→∞ ∆ = 等价于 ( ) 0xω = 。 

 
积分与积分以及积分与极限次序交换问题的比较： 
 
 一是一般需要一致收敛，另一有三大收敛定理 
 一是一般需要两元连续，另一则有 Fubini 定理 
 

关于 Riemann 积分的三大收敛定理与积分交换定理（具体表述此略，作为练习） 
 Levi 型收敛定理： 
 Fatou 型收敛定理： 
 Lebesgue 型控制收敛定理: 
 Fubini 型积分次序交换定理： 
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§§3.6  pL 空间介绍 
 
定义：  

  { }+∞<= pL
p ffEL :)(  

  ( )






+∞=
+∞<<∫=

−∈⊂= pxf
pdxxff

FExEFFm

pp
E

Lp

)(supinf
0)(

,0)(

/1

 

 

基本性质： 

 )(ELp 为一线性空间 

 当 +∞≤≤ p1 时， pLf 为一范数 

 Hölder 不等式与 Minkowskii 不等式 

 完备性 

 )(ELp 收敛与几乎处处收敛、近一致收敛、依测度收敛之间的关系。 
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微分与不定积分 
微积分基本定理的两种表达形式回顾： 

积分形式------牛顿-莱布尼茨公式 
微分形式------勒贝格微分定理 
 

§1  有界变差函数 

§§1.1  定义 

 定义：设 f 为[ , ]a b 上定义的实值函数， f 为有界变差函数的定义、总变差的定

义；符号 ( )
b

a
V f 、 ( )

x

a
V f 、 [ , ]BV a b 等。 

 例子： i).  有界闭区间上的单调函数都是有界变差函数。 

ii). 曲线长度：曲线
( )

: ( [ , ])
( )

x t
L t

y t
ϕ

α β
ψ

=
∈ =

可求长的充要条件为 ,ϕ ψ

都是[ , ]α β 上的有界变差函数。 

iii). 振荡函数 1

0 0
( )

sin 0 1
x

f x
x x xα −

=
=  < ≤

 （ 1α > ）。该函数的局部极

值点为 11
2{ ( ) : 0}kx k kπ π −= + ≥ ，所以总变差约为 

1
0 0kk k k
x α

α
≥ ≥

≅ < ∞∑ ∑ 。 

§§1.2  基本性质 

 ( )
b

a
V f 关于限具有可加性。 

 [ , ]BV a b 中函数均为有界函数。 

 [ , ]BV a b 关于线性运算与乘积运算具有封闭性。 

 Jordon 分解：有界变差函数可分解为两个单调上升函数的差。 

§§1.3  可导性 

 勒贝格定理：设 f 在[ , ]a b 上单调上升，我们有 

a)  f 在[ , ]a b 上几乎处处可导； 

b)  / ([ , ])f L a b∈ ； 

c)  / ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx f b f a≤ −∫ 。 

备注：这个定理的证明放到后面单独处理。 
 设 [ , ]f BV a b∈ ，我们有 
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(1)  f 在[ , ]a b 上几乎处处可导； 

(2)  / ([ , ])f L a b∈ ； 

(3)  /( ) ( )
x

d
dx a

V f f x= 几乎处处成立。 

备注：(3)的证明放到后面单独处理。 

§2  绝对连续函数 

§§2.1  定义 

 定义：设 f 为[ , ]a b 上定义的实值函数， f 为绝对连续函数的定义。 

 备注： 

 定义的等价表述： 0ε∀ > ， 0δ∃ > ，使得对[ , ]a b 中任何一列互不相交的区

间族{( , )}k k ka b ，若 ( )k kk
b a δ− <∑ ，则 

( ) ( )k kk
f b f a ε− <∑ 。 

 若 f 在[ , ]a b 上绝对连续，则 f 一定一致连续、有界变差，从而一定几乎处

处可导，并且 / [ , ]f L a b∈ 。 

 例子：(i). Lipschitz 函数一定是绝对连续函数，特别地， 1([ , ])C a b -函数一定是

绝对连续函数。所谓 Lipschitz 函数是指满足下述条件的函数：存在

正数M ，使得对一切 , [ , ]x y a b∈ ，都有 

( ) ( )f x f y M x y− ≤ − 。 

(ii). 若 [ , ]f L a b∈ ，则根据积分的绝对连续性性质， ( ) ( )
x

a
F x f t dt= ∫  为绝

对连续函数。（备注：根据后面的知识我们将会知道，此时实际上有

( ) ( )
b b

aa
V F f t dt= ∫ 。） 

(iii). 1

0 0
( )

sin 0 1
x

f x
x x xα −

=
=  < ≤

 （ 1α > ）。由于当 1α > 时 / [0,1]f L∈ ，

所以 f 绝对连续。 

§§2.2  性质 

 绝对连续函数的牛顿-莱布尼茨公式： F 在 [ , ]a b 上绝对连续的充要条件是存在

[ , ]f L a b∈ ，使得 ( ) ( ) ( )
x

a
F x F a f t dt= + ∫ ，并且 / ( ) ( )F x f x= 几乎处处成立。 

事实上，上述定理可由下述结论推出 
(1)  若 F 在[ , ]a b 上绝对连续且 / ( ) 0F x = （a.e.），则 ( )F x 为一常数。 

备注：这个结果留待后面证明。 
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(2)  若 [ , ]f L a b∈ ，则 dttfxF
x

a∫= )()( 绝对连续且 / ( ) ( )F x f x= 几乎处处成立。 

备注：这个结果可通过下述极限而得到 

0)()(1 →−∫ ∫
+

dxxfdttf
b

a

hx

xh 。 

(3)  若 F 在[ , ]a b 上绝对连续，则 
/( ) ( ) ( )

x

a
F x F a F t dt= + ∫ 。 

备注： 

 上式即为牛顿-莱布尼茨公式。 

 若 F 在[ , ]a b 上处处可导并且 / [ , ]F L a b∈ ，则 

/( ) ( ) ( )
x

a
F x F a F t dt= + ∫ 。 

 若 F 在[ , ]a b 上绝对连续，则 /( ) ( )
b b

aa
V F F t dt= ∫ 。 

备注：由定义及牛顿-莱布尼茨公式， /( ) ( )
b b

aa
V F F t dt≤ ∫ 显然。而由总变差定义

及牛顿-莱布尼茨公式易得 )())(( / xFFV x
adx

d ≥ ，于是有 

/ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x b a bb b

d
dxa a a a a a

F x dx V F dx V F V F V F ≤ ≤ − = 
 ∫ ∫ 。 

§§2.3  积分的描述性定义 

 牛顿积分： 

a)  若 F 在 [ , ]a b 上处处可导并且 / ( ) ( )F x f x= ，则 ( ) ( )F b F a− 定义为 f 在[ , ]a b

上牛顿积分，记之为 ( ) ( )
b

a
N f x dx∫ 。若存在满足条件的F ，则称 f 在[ , ]a b 上

牛顿可积。 

b)  这个定义是合理的，即 ( ) ( )
b

a
N f x dx∫ 与 F 的取法无关。 

c)  “ f 在[ , ]a b 上牛顿可积”与“ f 在[ , ]a b 上黎曼可积”互不包含。反例： 

(i). ( ) sgnf x x= 在[ 1,1]− 上黎曼可积但非牛顿可积。 

(ii).  设 3/2 1

0 0
( )

sin 0 1
x

F x
x x x−

=
=  < ≤

，则 /( ) ( )f x F x= 在 [0,1] 上牛顿可积但

无界从而非黎曼可积。 

备注：牛顿积分定义的一个重要理论基础是： 

若 F 在[ , ]a b 上处处可导并且 / ( ) 0F x = ，则 ( )F x 为常数。 
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 广义牛顿积分： 

a)  若 F 在 [ , ]a b 上连续，并且除可数个点外处处可导并且 / ( ) ( )F x f x= ，则

( ) ( )F b F a− 定义为 f 在[ , ]a b 上广义牛顿积分，记之为 ( ) ( )
b

a
N f x dx∫ 。若存在

满足条件的 F ，则称 f 在[ , ]a b 上广义牛顿可积。 

b)  这个定义是合理的，即 ( ) ( )
b

a
N f x dx∫ 与 F 的取法无关。 

备注：牛顿积分定义的一个重要理论基础是： 

若 F 在[ , ]a b 上连续并且除可数个点外处处可导且

/ ( ) 0F x = ，则 ( )F x 为常数。 

 L-积分： 

a)  若 F 在[ , ]a b 上绝对连续，并且除一零测集外处处可导并且 / ( ) ( )F x f x= ，则

( ) ( )F b F a− 定义为 f 在[ , ]a b 上的勒贝格积分，记之为 ( ) ( )
b

a
L f x dx∫ 。若存在

满足条件的 F ，则称 f 在[ , ]a b 上勒贝格可积。 

b)  这个定义是合理的，即 ( ) ( )
b

a
N f x dx∫ 与 F 的取法无关。 

备注： 
(i). 勒贝格积分描述性定义的一个重要理论基础是： 

若 F 在[ , ]a b 上绝对连续并且除一零测集外处处可导

且 / ( ) 0F x = ，则 ( )F x 为常数。 
(ii).  勒贝格积分的描述性定义等价于标准定义下的勒贝格积分。 

 广义 Denjoy 积分： 

这里不细描述了。 

§3  Lebesgue 微分定理 

备注：勒贝格微分定理是实变函数课程中证明难度最大（至少是

最大之一），本节将特别尽量把思路讲清楚，让学生容易理

解掌握。 

§§3.1  Vitali 引理 

 

 Vitali 覆盖：设 E R⊂ ， { }Iα α∈Λ
ℑ = 为一组区间。若 x E∀ ∈ ， 0ε∀ > ，

,x
I

εα∃ ∈ℑ，

使得
,x

x I
εα∈ 且

,x
I

εα ε< ，则称ℑ为 E 的一个 Vitali 覆盖。 

 

备注：Vitali 覆盖举例 
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]1,0[=E ， ],[ 11
, mmmr rrI +−= ，{ }

]1,0[,1, ∩∈≥ QrmmrI 。 

 Vitali 引理：设 E R⊂ ， *( )m E < ∞， { }Iα α∈Λ
ℑ = 为 E 的一个 Vitali 覆盖，则存在

互不相交的{ } 1k k
I

≥
⊂ ℑ，使得 0>∀ε ， εn∃ 满足 

ε
ε

<∪− ≤≤ )( 1
*

knk IEm 。 
讨论： 

a)  Vitali 引理中，实际上互不相交的无限子族{ } 1k k
I

≥
，满足 *

1( ) 0k km E I≥−∪ = 。

留作课外思考讨论题。 

b)  一般覆盖引理介绍：在积分的微分定理的研究中，各种各样的覆盖引理（定

理）起着十分重要的作用。可参见 Guzman 的《Differentiation of Integral of 

Functions》。作为课外选学资料。 

§§3.2  单调函数的可导性 

 Lebesgue 定理：若 f 在 [ , ]a b 上单调上升，则 f 在 [ , ]a b 上几乎处处可导，且

/

[ , ]
( ) ( ) ( )

a b
f x dx f b f a≤ −∫ 。 

讨论： 

a) Dini 导数： 
( ) ( )

0( ) lim f x h f x
h hD f x + −+
→ +=   ( ) ( )

0( ) lim f x h f x
h hD f x + −
→ ++ =  

( ) ( )
0( ) lim f x h f x

h hD f x − −−
→ + −=   ( ) ( )

0( ) lim f x h f x
h hD f x − −
→ +− −=  

称为 f 在 x点的右上、右下、左上、左下 Dini 导数。 

备注： f 在 x点可导的充要条件为这四个 Dini 导数相等。 

b) Dini 导数举例： 
设 //0,0 baba <<<< ，定义函数 









<+
=
>+

=
0cossin
00
0cossin

)(
12/12/

1212

xxbxa
x
xbxax

xf

xx

xx

， 

 
则有 afD =+ )0( ， /)0( afD =− ， bfD =+ )0( ， /)0( bfD =− 。 

 Fubini 逐项微分定理：设每个 nf 在[ , ]a b 上都是单调上升的，而且
1 nn

f f
≥

=∑ 在

[ , ]a b 上处处收敛，则 f 在[ , ]a b 上几乎处处可微并且 / /
1

( ) ( )nn
f x f x

≥
=∑ 在[ , ]a b 上

几乎处处成立。 

 定理：设 f 在[ , ]a b 上绝对连续，且 / ( )f x 几乎处处为 0，则 f 为常数。 

 定理：设 f 在[ , ]a b 上有界变差，则 /( ) ( )
x

d
dx a

V f f x= 几乎处处成立。 

备注：这个定理当函数绝对连续时证明容易。一般情况证明参见书本，此略。 
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 讨论： 
a) Lebesgue 定理中的不等式 /

[ , ]
( ) ( ) ( )

a b
f x dx f b f a≤ −∫ 是不可改进的。 

 举例： 

 首先举一个单调上升函数使得等式不成立； 

 然后要求举一个单调上升但是连续的例子。 

 上述例子不是严格单调的，再要求举一个连续且严格单调的函数。

这个反例留作课外练习思考讨论。 

 利用 Fubini 逐项求导定理构造函数举例： 

介绍一个严格单调、导数几乎处处为零的函数。设 

1}{),( ≥=∩ nnrba Q ，记
0

( )
1

n
n

n

a x r
f x

r x b
≤ <

=  ≤ ≤
， 

则 

1
( ) 2 ( )n

nn
f x f x−

≥
=∑  

在[ , ]a b 上严格单调，导数几乎处处为零。 

 任给一个零测集 ],[ baE ⊂ ，可以构造 ],[ ba 上一个连续递增函数，它在 E

上的导数处处为 ∞+ 。 

备注：任取开集 EGn ⊃ ，使得 n
nGm −< 2)( ，取 

∑ ≥
=

1n nff ，其中 )],([)( nn Gxamxf ∩= 。 

b) Lebesgue 定理中的不等式 /

[ , ]
( ) ( ) ( )

a b
f x dx f b f a≤ −∫ 什么时候等式成立，这就

是 Lebesgue 积分意义下的牛顿-莱布尼茨公式。 

c) 作业： 

 Vitali 引理中，实际上可选互不相交的无限子族 { } 1k k
I

≥
，使得

*
1( ) 0k km E I≥−∪ = 。 

 构造一个连续且严格单调的函数，使得 /

[ , ]
( ) ( ) ( )

a b
f x dx f b f a≤ −∫ 。中等

式不成立。 

 查找资料，写一份函数连续但不可微的小报告。 

§§3.2  Lebesgue 微分定理 

Lebesgue 微分定理：设 ],[1 baLf ∈ ，我们有 

a)  对几乎所有的 ],[ bax∈ ， )()(
/

xfdttf
x

a
=





 ∫ ； 
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b)  对几乎所有的 ],[ bax∈ ， 0)()(lim
0

1
0 =−+∫→ dtxftxf

h

hh 。 

备注：满足上式的点 x称为 f 的 Lebesgue 点。 
 
 
 

第四次讲座： 

浅谈微积分基本定理 
说明：在这个讲座中，我们先简单介绍微积分基本定理的两种表达形式：

积分形式——就是牛顿-莱布尼茨公式，以及微分形式——就是勒
贝格微分定理。然后重点介绍微分形式的高维推广，以及与此相
关的一系列国际公开数学问题，引导学生接触前沿研究。这个讲
座也只是参考性的，具体 ppt 文档另文处理（见附件材料）。 

 
 
 
 
 

若干证明细节： 
 
覆盖引理的证明概要： 

(1).  先对 Vitali 覆盖作技术性处理：任取开集 EG ⊃ 满足 +∞<)(Gm ，并且不妨设 J
中的区间都是闭区间。令 

{ }GII ⊂∈= :0 JJ ， 
则 0J 仍然是 E 的一个 Vitali 覆盖。记 

{ }00 :sup J∈= IIδ ，它必然 +∞<≤ )(Gm 。 

(2).  取区间族：取一区间 01 J∈I 使得 2/01 δ>I （即 1I 取得尽可能大），记 

{ }∅=∩∈= 101 : III JJ ， { }11 :sup J∈= IIδ ， 
则 +∞<1δ ，第一次被扔掉的区间 )( 10 JJ −∈I 必定含在 15I 中。若

0)( 1
* =− IEm ，则引理证毕；若不然，再取 12 J∈I 使得 2/12 δ>I （即 2I 取得

尽可能大），记 
{ }∅=∩∈= 212 : III JJ ， { }22 :sup J∈= IIδ ， 

则 +∞<2δ ，第二次被扔掉的区间 )( 21 JJ −∈I 必定含在 25I 中。 

继续上述过程，便得一列区间{ } 1≥kkI ，满足：  

 { } 1≥kkI 互不相较；从而 +∞<<∑ ≥
)(

1
GmI

k k ； 
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 第 k 次被扔掉的区间 )( 1 kkI JJ −∈ − 必定含在 kI5 中。 

(3).  结论证明： 
0>∀ε ， εn∃ 满足 5/ε

ε
<∑ ≥nk kI ，则 

knkknk IIE 511 +≥≤≤ ∪⊂∪−
εε

，                 （*） 

从而 ε
εε

<≤∪− ∑ ≥≤≤ nk kknk IIEm 5)( 1
* 。 

为证（*）， knk IEx
ε≤≤∪−∈∀ 1 ，因 knk I

ε≤≤∪1 为闭集，故存在满足
εnxIx J∈∈ 的

区间 xI ，这个区间由于与{ } 1≥≥knkI
ε

都不相交，所以要么 { } 1+≥∈
εnkkI ，要么在第 xk

次被扔掉了，而 xk 必然 1+≥ εnkx ，所以 knkkx III
x

55 1+≥∪⊂⊂
ε

。证毕。 

 

几乎处处可导性的证明概要： 

(1).  简化： 
设 

{ [ , ] : ( ) ( )}E x a b D f x D f x+
−= ∈ >  

{ [ , ] : ( ) ( )}F x a b D f x D f x−
+= ∈ > ， 

则定理的证明归结为证明：上述 E F、 都是零测集。再注意到

, ,r s r sE A
+∈= ∪  ，其中 

, { [ , ] : ( ) ( )}r sA x a b D f x r s D f x+
−= ∈ > > > ， 

因此，要证 E 为零测集只要证明每个 ,r sA 都是零测集。对 F 也类似。下面

证明 ,r sA A= 为零测集。 

 
证明 ,r sA A= 为零测集的基本思路： 

 对任意 0ε > ，先利用 A中点满足 sxfD <− )( ，在 ],[ ba 中取一组互不相

交的闭区间{ }1
[ , ]k k k k p
x h x

≤ ≤
− 满足 

))(())()(( *
11

ε+≤≤−− ∑∑ ≤≤≤≤
Amshshxfxf

pk kpk kkk ； 

 然后利用 A中点满足 rxfD >+ )( ，在 ),(1 kkkpk xhx −∪ ≤≤ 中取一列闭区间

  { }
1

[ , ]k k k
k q

x x h
≤ ≤

+ 满足 

( ) )2)((~)~()~~( *
1 1

ε−≥≥−+∑ ∑≤≤ ≤≤
Amrhrxfhxf

qk qk kkkk 。 

 由于   { }
1

[ , ]k k k
k q

x x h
≤ ≤

+ 区间都是{ }1
[ , ]k k k k p
x h x

≤ ≤
− 的子区间，所以 

( )∑∑ ≤≤≤≤
−+≥−−

qk kkkpk kkk xfhxfhxfxf
11

)~()~~())()(( ， 

由此便得 )2)(())(( ** εε −≥+ AmrAms 。 
 

(2).  ,r sA A= 为零测集:  
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 对任意 0ε > ，先取开集G A⊃ ，使得 *( ) ( )m G m A ε< + 。 x A∀ ∈ ，由于

( )s D f x−> ，满足 

( ) ( )f x h f x
h s− −

− < 以及[ , ]x h x G− ⊂  

的 0h > 全体 xH 以 0 为聚点。所以 

{ } ,
[ , ]

xh H x A
x h x

∈ ∈
−  

为 A的一个 Vitali 覆盖。因此，存在互不相交的有限子族 

{ }1
[ , ]k k k k p
x h x

≤ ≤
−  

满足： 

a)  *
1( [ , ])k p k k km A x h x ε≤ ≤−∪ − < ，从而 

* *
1( [ , ]) ( )k p k k km A x h x m A ε≤ ≤∩∪ − > − ； 

b)  *
1

[ , ] ( ) ( )k k kk p
x h x m G m A ε

≤ ≤
− ≤ < +∑ ； 

c)  ( ) ( )k k k

k

f x f x h
h s− − < 。 

所以， 

( ) *
1 1

( ) ( ) ( ( ) )k k k kk p k p
f x f x h s h s m A ε

≤ ≤ ≤ ≤
− − ≤ ≤ +∑ ∑ 。….(*) 

 令 1 ( , )k p k k kB A x h x≤ ≤= ∩∪ − 。 x B∀ ∈ ，由于 ( )D f x r+ > ，满足 

( ) ( )f x h f x
h r+ − > 以及 1[ , ] ( , )k p k k kx x h x h x≤ ≤+ ⊂ ∪ −  

的 0h > 全体  xH 以 0 为聚点。所以 

{ }  ,
[ , ]

xh H x B
x x h

∈ ∈
+  

为 B 的一个 Vitali 覆盖。因此，存在互不相交的有限子族 

  { }
1

[ , ]k k k
k q

x x h
≤ ≤

+  

满足： 

a')    *
1( [ , ])k k kk qm B x x h ε≤ ≤−∪ + < ，从而 

   * *
11

( [ , ]) ( )k k k kk qk q
h m B x x h m B ε≤ ≤≤ ≤

≥ ∩∪ + > −∑  

b')    


( ) ( )k k k

k

f x h f x
h

r+ − > 。 

所以，结合 a)式，我们得 

( )∑ ≤≤
−+

qk kkk xfhxf
1

)~()~~(  

 ( ) ( )* *
1

( ) ( ) 2kk q
r h r m B r m Aε ε

≤ ≤
≥ ≥ − > −∑ 。  ….(**) 
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  根据 B 的 Vitali 覆盖的构造过程，我们知道：   { }
1

[ , ]k k k
k q

x x h
≤ ≤

+ 中每个

区间都在{ }1
[ , ]k k k k p
x h x

≤ ≤
− 的某个区间内，因此根据 f 的单调性，我们

有 

( )   ( )1 1
( ) ( ) ( ) ( )k k kk k kk p k q

f x f x h f x h f x
≤ ≤ ≤ ≤

− − ≥ + −∑ ∑ 。 

因此，根据(*)与(**)式，我们得 

( )* *( ( ) ) ( ) 2s m A r m Aε ε+ ≥ − 。 

由ε 的任意性得 * *( ) ( )sm A rm A≥ ，而 s r< ，所以 *( )=0m A 。证毕。 

(3).  /

[ , ]
( ) ( ) ( )

a b
f x dx f b f a≤ −∫ 。 

令（注意：在下式中，约定 )()()( bxbfxf >∀= ） 

( ))()()( 1 xfxfnxf nn −+= ， 

则 0)( ≥xfn ，且根据单调函数的可微性定理， )()(lim / xfxfn = 几乎处处存

在。于是由 Fatou 引理得 

( )

( )
( ) )()()()(lim

)()(lim

)()(lim)(lim)(

]/1,[

]/1,[]/1,[

],[
1

],[],[

/

afbfdxxfnbf

dxxfndxxfn

dxxfxfndxxfdxxf

naa

naanbb

ba nba nba

−≤−=

−=

−+=≤

∫
∫∫
∫∫∫

+

++
。 

证毕。 

 

Fubini 逐项微分定理证明概要： 

设 

1 1
,n k n kn k k n

S f R f
≥ ≥ ≥ +

= =∑ ∑ ， 

则 n nf S R、 、 都是单调上升的，从而都几乎处处可导，并且 
/ / / / / /

1 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )n n n n nf x S x R x R x f x R x+ += + = + ， 
从而 )(lim / xRn 几乎处处收敛，故有 

/ /

[ , ] [ , ]
lim ( ) lim ( ) ( )n n n na b a b

R x dx R x dx Fatou→∞ →∞≤∫ ∫ 由 引理  

( )lim ( ) ( ) ( )n n nR b R a Lebesgue→∞≤ − 由 微分定理  

0 ( ( ) ( ) )n nR b R a= 、由 的收敛性 。 

因此， /lim ( )=0n nR x→∞ 几乎处处成立，即
. .

/ /
1

( ) ( )
a e

nn
f x f x

≥
= ∑ 。证毕。 
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“导数几乎处处为零的绝对连续函数必为常数”之证明： 

思路（反证法）： 

若不然，不妨设存在 ),( bac∈ 使得 )()( cfaf ≠ 。令 

{ }0)(:),( / =∈= xfcaxEc ， 3/)()(0 cfaf −=ε 。 

我们要证明：对任意 0>δ ，存在 ),( ba 中的互不相交区间族{ }
δmkkk ba ≤≤1],[ ，满足 

δ
δ

<−∑ ≤≤ mk kk ab
1

)( ，但 01
)()( ε

δ
≥−∑ ≤≤ mk kk afbf ， 

这与绝对连续矛盾。所以，反设不对。 

 

下面给出证明细节。 

0>∀r ，满足： 

  ),(],[ cahxx ⊂+  

  rhxfhxf ≤−+ /)()(  

的 0>h 全体记为 0>xH ，则区间族 { }
cx Exhr hx ∈∈= ,],[ HJ 为 cE 的一个 Vitali 覆盖。从而

对任意 0>δ ，存在有限子族{ }
δmkkk hx ≤≤1],[ 使得 

 

不妨设 cxhxhxxhxxxa mmm =<+<<+<<+<<= +12221110 δδδ
 ，记 

00 =h ， 3/)()(0 cfaf −=ε 。 

则有 

∑∑ −+++−≤−= +
δδε m

kkk
m

kkk xfhxfhxfxfcfaf
10 10 )()()()()()(3  

)()()(
0 1 acrhxfxfm

kkk −++−≤∑ +
δ 。 

取 )/(0 acr −= ε ，则 

01 1 2)()( ε
δ

≥+−∑ ≤≤ +mk kkk hxfxf ； 

而 

( ) δ
δδ

<∪−=+ ≤≤≤≤ +∑ ],[],[ 11 1 kkmkcmk kkk hxEmxhx 。 

这与 f 的绝对连续性相矛盾。证毕。  

( ) δ
δ

<∪− ≤≤ ],[1 kkmkc hxEm
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